0171077 


Banach 空间 选 论 


TER 编著 


华东 师范 大 学 出 版 社 


GP) REF HK 201 号 


Banach 空间 选 论 
ft fie RE 


华东 师范 大 学 出 版 社 出 版 发 行 
(上 海中 山北 路 3663 5) 
新 华 书 店 上 海 发 行 所 经 销 Lae SHES EDU 


FE, 850x1168 1/32 印张 ，15 ee, 980 T 
1992 年 6 月 第 一 版 1992 年 8 月 第 一 次 印刷 
mar 001—1,500 Ж 


ISBN 7-5617-0703-7/0 -026 x {п 12.80 Jú 


序 


Apiga iS Y “Banach 宝 间 几何 理论 ”一 书 。 SHY 
之 作 序 ,正如 所 期 里 的 , 该 书 起 了 抛砖引玉 的 作用 。 

如 果 说 经 典 分 析 ， 作为 数学 的 基础 之 一 ， 是 形 清 实 ( 复 ) 数 及 实 
42) RRO, MA, ЯИК ЗВ ен —, st A Л, 
(Banach) sz [я] 85 £5 49, AUER, BPRS PH A 4 6 x, ЕЕ 
ER ik — À 3k KA HARMS E QS SEL A TH LEH, 

就 总 体 而 言 ，Hilbert 空间 作为 最 有 用 的 无 限 维 空间 之 一 ， 
.具有 良好 的 性 质 ， 但 对 一 般 Banach 空间 ， 其 £ О 0р Ca Te 
<р +оо), L, =< p= +оо) ta Mek dbé. Aa cedi) 
- 评 多 基本 性 质 也 已 初步 弄 清 。 

Banach 1932 + AA A GALA RA Banach 空间 或 人 金 
Ac, AAR bL ASP +оо) 7, 经 过 长 期 努力 ;人 们 否定 了 这 
一 猿 祖 。 由 此 ， Banach 空间 结 榴 的 复杂 性 也 略 见 一 竹 ， 但 Ж, 
Dvoretsky4pig] f #4 ТЕЗЕ Banach 空间 可 “任意 接 这 地 ?” 合 
AAR Hilbert md. 这 又 从 另 一 方面 提供 了 一 种 方法 : HK 
.在 某 些 问题 中 可 以 用 有 限 维 “ 有 逼近? 无 限 维 来 处 理 ， 那 各 就 能 充分 
-利用 Hilbert FMA REM, ARAMA, XOT REGN. & 
PER RAE 899] RIA Е ЧЕ ЕСА 

AH SI D reset Banach 空间 理论 的 著 干 重要 问题 作 
了 很 好 的 归纳 总 结 , 使 之 一 目 了 然 , 这 桥 结 着 作者 多 年 研究 心 担 及 
创新 工作 。 预 期 它 也 会 给 读者 带 来 福音 。 

老 盖 之 年 能 看 到 这 种 航 艾 向 荣 , 再 蓄 齐 旋 的 数学 事业 的 发 展 。 
ALR RRL 

BER 
ERAEPPARAAT PR 


前 zi 


作者 写 完 kBanach 空间 几何 理论 (1986 年 华师 大 出 版 社 出 
版 后 觉得 * 意 狐 未 尽 *。 一 方面 由 于 Banach 空间 理论 的 许多 Ж 
雪 内 容 奶 未 写 入 该 书 ; 另 一 方面 , 近年 来 Banach 空间 理论 又 有 许 
多 重要 进展 ,因此 决定 青 写 一 本 *Banach 空间 选 论 ?. 本 书 相对 来 
说 是 独立 的 , А5660. 

编写 中 选择 了 以 下 几 个 重要 课题 :1. 可 补 子 空间 问题 ,2， 向 
BHBRISR. 3. Lebesgue-Bochner 空间 的 性 质 。4， 著名 的 
Dvoretsky 定理 ，5. type 和 cotype, 6. РКА. с, 1, 
1<p< + co, La KpE + oo) BITES, 

这 些 内 容 都 是 十 分 重要 而 有 趣 的 ， 读 完 本 书后 ， 读 者 会 发 现 
研究 Banach 空间 需要 用 到 许 过 其 他 学 科 知 识 ， 例 如 , 概率 论 . 组 
合 论 ， 抽 象 测度 论 等 工具 ， 同 时 ，Banach 空间 理论 也 涉及 到 解 
决 其 他 学 科 提 出 的 问题 。 随 着 数学 日 新 月 异 的 发 展 ，“ 革 一世 纪 
数学 将 是 无 限 维 数 学 "(陈省身 庄 意 )， 故 作为 无 限 维 空间 理论 的 
Banach 空间 理论 将 是 现代 数学 的 基础 之 一 ， 它 必 将 产生 重要 影 
击 . 所 以 ,了 解 本 书 的 基本 内 容 基 很 有 意义 的 。 

本 书 仍 采用 先 归纳 各 种 结果 然后 逐一 证 曲 的 方式 ， 以 利 读 者 
参考 . 阅读 。 书 中 有 些 铺 果 是 相当 新 的 〈 取 自 近 期 论文 , 甚至 尚未 
RE). 

在 本 书写 作 过 程 中 , HES ЖАШ, 8 ВОЙ, BAT 
如 愿 完成 ;不 能 不 说 是 一 件 高 兴 的 事 ,在 此 要 感谢 上 海 第 六 人 民 医 
BARKS GAT. 周文 申 医生 以 及 我 夫人 吉 伊 丽 的 精心 医治 

最 后 值得 指出 的 是 承蒙 我 父亲 老 友 ， 香 港 隆 星 航 业 有 限 公司 
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本 书记 号 


， 常 用 空间 
Coote lps too) eco 站 = (x) ers НЕ2>0, missa 


AFRE L = {(х}; > |w,|< +оо}, 
l7) = (G2; sup| x,] < + оо}, 


L,=L,0,11,1<p< +00, 
L,(Q, Z, ay. LZPS + eo, 
Cr0,11, СО), Еф QS Hausdorff 空间 (有 时 也 记 
< (К)), 
=, -#ize 
SOD = {x € X lel 215, UOO = {x €X; xl. 
Bær) = {ye Xs ly-x] <r}, 
spaníx,) 2. JE (x) cK 75 IBI GE DUE spand), 
span (x,) 2, Jk (x, 2 IK BRAT FSS [Н] (ELA span (А)), 
АЖА ЕЖЕ: А" A BJ o Bjb A" СА?) BA 
B w* Aa, intA 表示 让 的 (拓扑 ) 内 点 全 体 。 
co CA) ZAR Mf; со(А) 2 A MMAR. 
L(X,Y) = (T, X — Y 有 界线 性 算 子 } 。 
K(X, N = (T. X— >Y 紧 线性 算 子 ). 
WK(X,Y) = (T: X—>Yu BAST}. 
投影 P:X 一 >Y 是 有 界线 性 算 子 , P*=P,PX=Y, 
可 补 ， 存在 投影 P:X 一 >Y, (ҮСХ), 
1 可 补 ， 存 在 投影 P, XX 一 >Y, | Pi =1, 
Зл GB ths 8) Z TR ZR PE e] B£, 


Ка АЕ, АЕ ЕЕ, E ITI MT Ia, 
全 表示 线性 等 距 。 


dX, Y zint ТУТ X—> Y HAA. 
d(x, A) zinf4lx—-yl:» € Aj. 
оа с» 172 
(ж өх,),- dx) ux E Xi, (> 1х1) . < +оо}, 
~ 1а&р< +оо, 

(Бөх, „= («0,2 EX, вирі: < +00}, 

Yi= {x* CX* 3 (y,x*) =0,УуЄҮ},(УсХ), 

ty = {xE X; G, y") = 0, Vy* EV}, (YC X), 

KerT = (ixi Tx 20, R(T) = (yC Y; y 2 Tx, SBE x€ Ху 
(TELCK,Y)), 

CardA X A WR, 


XCY 表示 XX 是 了 的 可 补 子 空间 ， 
XC, Y 表示 存在 ZCY, f X=:Z. 
Хс,Ү, 表示 在 在 可 补 子 空间 ZcY, m Xez. 
dim 表示 五 的 维 数 。 
X<Y 表示 对 每 个 e> 0， 丘 的 每 个 有 限 维 子 空间 X. FE 
Y 的 有 限 维 子 空间 Ү W d (X,, Yo <1 + e. 


XY, МЮ Л ЖЮ T XCX, #EdE Y 的 有 限 维 
子 空间 Ys 8 d (X., Y) <a, 

X/Y RB RH. 

子 空间 不 作 特 别 说 明 , 一 般 指 闭 线 性 子 空间 ， 
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每 个 闭 子 空间 都 可 补 的 Banach SS Been Ret rea eie ncn yes 
lg( 1s ps co), fa JE se |] Ss аана наана вада 


La [0, 1 ] 的 子 空间 *** *abbsantky at vsu en TETTETETT TÁ FE waqan 
= (76) 


jp mg Sr 的 Radon-Nikodyrn 定 定理 … 
向 量 测 度 与 Lebesgue-Bochner 空间 Lpi, X), 


Ip Hoo REPRE 
Banach анас eg - n—— 
LUDE тант казна tbi kar bis sen gests 
e (113) 


OBAT Banach 空间 定 发 及 它们 关于 Lele, X) m 


Lebesgue-Bochner SHL Gi, X) 


稳定 性 + ЕРА 


FF Lele, X) 稳定 的 性 质 ， ——— 
" (177) 
> (177) 
- (180) 
+. (194) 
* (229) 
= (231) 

"© (239) 


Dvoretsky RBS 

引言 coos вве кер вавави нна на 
Dvoretsky-Rogers E EË AQUEAH eeeeeeslee—. 
— Ж) Dvoretsky 定理 。 

型 (type) 上 HRA G (cotype)-. 

Kahane 不 等 式 - tts to rnt i 
经 典 空间 的 tyPe 5j CofyPeweee casas 


type 与 cotype BUE m eem ren nre ner then aae araara 
В уу Banach 2 [B] ««eeeeeneee eere n aee atn enne nennen een oa 
q— EGAN sies e RR 

serere nn emn (297) 


BRA Berne HERE 


Co 5 со 的 空间 心 1—————————— 
I h UL essen ene a aaa. a... каннан зн кранк ажаан жеке eas 
lo FEE L. 的 空间 et 

. + (423) 
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‚ө "o 


- (1) 
(10) 
r (27) 


(56) 


oe (63) 


(76) 


= (113) 


(121) 


(247) 
(266) 
(282) 


(298) 
(342) 
(397) 


1 ° 


$5 个 sirelson (35 Eg) [E] emm 


第 一 章 可 补 子 空间 


在 一 般 泛 函 分 析 教 材 中 ， 大 家 知道 ，Hilbert 空间 Н 的 每 个 
PAF) MAEI EH. RAEM EHH ENA 
fig. Hilbert 空间 的 这 个 良好 的 住 质 , 使 Hilbert HEH T 38. 
ЖӨЕ ЈЕ ЈР. Ri. 对 一 般 Banach 空间 情况 却 不 然 。 
1937 年 Murray[ M-1] EH, WE 1«p-2, WFE 1, M L, BJ 
RAFTS. 1939 年 Kakutani LK-1] ШЕН 4m ЖЕ X ЖО Ж 
23) Banach Bik], ШХАБ Bj 25 Jà 1p db Bb 38 38. 
条 件 是 XczHilbert = H, 1971 年 Lindenstrauss Ж Tzafriri 
[L-T 11W Banach SX HEPAT SHAMAN ЭЖ Ж. 
fX XcHilbert 空间 。 本 章 首 先 给 出 这 个 定理 的 证 明 。 出 这个. 
定理 看 到 , 对 一 般 Banach 25 [акун Эт. 我 们 将 面临 许多 困难 , >> 
SRA Hilbert 空间 理论 研究 不 同 的 方法 。 此 外 ， 本 章 还 对 常 

网 的 一 些 序列 空 间 的 子 空 间 , 特别 是 可 补 于 空间 的 性 质 进行 讨论 。 
最 后 研究 L, 空间 , 特别 是 工 ! 空间 的 子 空 间 。 


$1 每 个 闭 子 空间 都 可 补 的 Banach 空间 


本 节 主 要 证 明 下 述 定理 ， 

定理 1.1.1(Lindenstrauss-Tzafriri) 8 X E Banach 2 
jg, MJ X ife PETS [A BT AME FEE 2 ph 29 X == Hilbert zz 
Bls 

3k RR A ЖОН SUV Ж Е ШЕЙН КИИИН 

—, Bf Dvoretsky EM, 

定理 1.1.2 (Dvoretsky) Hilbert 空间 四 在 每 个 无 限 维 


e j» 


Banach ZH SUE ЫЗ. HU, WHEA n HE Euclid P (ip 
Н 0 n EPERE e> 0, ATERRAR Т, D—-X, 
Ai d Qt, TID <1 +в, 

Ж 关于 这 企 定 理 的 证 明 受 进一步 讨论 将 在 第 四 章 中 给 出 。 
L1 

-为 了 证 啊 定 理 1.1.1, 我 们 先 给 出 下 面 的 两 个 定理 。 

rm 1.1.8 Joich) 3 X Æ Banach 23] B. X Hilbert 

p^ ^£ MLA X 的 有 限 维 子 空间 )， Wf 按照 通常 
eS + P SÑ SREB, BS Жш хт ЫТ E. 
由 Day 定理 ( 见 附 录 12, AERA, (Amenble) ER, БИРЕ «€ 
Gn CZ ))*, ч, 

(0) lat = 

. (2) we) =1, P" Ë mL) 中 醒 等 于 1 的 函数 

(D яф =н), Vim), VEL, 09) = fXQO V), 
ҮКЕ), 

(D inf fi еу сиф) <supif(L)s LEL}, VEE 
mL), mL) des X^ EH В РЕБ Wk |F] = 
жир 170) 10 LEZ) Bü) Banach 空间 ，(m(2))* 表示 
mP у) 3:98 == f], 


MEE x EX, S p(x) = си), 其 中 


хе, 
fe(L) = ZU „сг 
т, BLA Hilbert 5 zm H 内 的 线 ТЕШИ), 


由 条 件 知 ， 
lx{QTixt<Aixi, Vx €L. 
我 们 还 可 证 明 |xj 寺 pCx) 专 41x|l，VYxEXX, X3 b, »* [E 
EXPO =u (fi SI <supiTixl <A lel, 另 一 方面 ， 对 


2 


EE x € X, R L C Z, 使 x. € Ly, ш] 
{хс {Tro LE Sinf Т.о кє} 
-inftfZQL4LosL eZ) = 1а 2), O21 € Z) 
єн (әш =u Gi) = (хо), 
ЕП ETES ICETA EIRE 
对 任何 x, yEX, SL = Span {Xi x; ШЕНЕ Є. 7,1010» 
有 i 
25:0 + 2802 = 2] Tox I + TE P? . 
= |T;x— Tiy P + Tix + T y|?” = f2-,(b) + 六 . 
由 此 , 立即 得 到 i 
2p? (x) + 2p? Q) = 2u(2) + 20 (fs) 2u GFDL) 23D 
= #26202, + 20392) =a Ewa + Gia 
=й FH fy) = Dx - » tb xr», 
BH p 满足 平行 四 边 形 法 则 ， 
P, р(х) 0, р(х) =0 HRH x= 0, Н 
Plax) = [el pix), 
为 了 证 明 三 角 不 等 式 ， 喉 须 证 明 Ua = (xs BOO EH. 
反 证 ， 若 存在 x.y CX, f р(х) = p(y) = 1, fE plex + (1— G) yy 
>l, wt а, 0<a<1, m РС) 的 连续 性 ， 存在 a.c. E 
Oa, <a<e.<l, 19 place + —a)y) =1, i-1,2, Hate, 
«B«as E Hrt -pl Sa caxt+d-ady, i= 
1,2。 则 由 平行 四 边 形 法 则 . 
4220p? xD + ф(х) =p (x, + x,) + b2(x,— x) 


p(x, ta? = 4p 20) >а, 
FB. RREH poo EX bP, JA m EX ES m 
Hilbert 范 数 ， 即 X@H, iE, | 


ix ЖХ<Н, 则 对 任何 60, XH, Lj 
3 5 


定理 1.1.4 (Davis-Dean-Singer) 3 Banach 2 jh] X KW 
等 个 闭 子 空间 是 可 补 的 , NS X 的 有 限 维 子 空间 是 一 致 可 补 的 。 即 
存在 A, EN X 的 性 和 何 有 限 维 子 空间 FE, 存在 投影 Ps: X -—9 E, 
Ж РЕА. 

Ж #10 ACE) =inf{ IP]; 投影 P: X— E), ДЕНА 
着 Ах==зир{А(Е); E Ж X HART SAA. D 

证 明 Q = (L, L E Ху ЫН Bj. RIK, XX 

Ее, А(Е,у>1_ Wt A, = (xti СХ), fll 
[х1 25ир (х (х), lxi<in}, VxcE, 

4 Y = TA, $ Pu EDY, E, Piety) = x, Vxc Ej, 
JEY ДІ 

IP,(x + yi = [1250р х GOs1isn) 

= 2supix,* Cx + 9 EiL Sl + у], 
ik P, 是 有 界 投 影 ， PO) = 9, [P,Is2. 

SIRDEGEXOE,Cc.Z, (B ECY, HACE, >2, BEE, 
否则 对 任 HEL, E,CY, А(Е,) <2, WISE F€ Z, my 
F= (РПУОФСЕПЕ), 只 而 存在 投影 Qi: Y,—FnY; Qui 
E,—FE, |Q,/<2, |Q;l«dimE, M W Q= (Q,, Q); 
ХЕ 是 投影 且 |91<тах(2,4ітЕ,), 由 下 任意 性 即 知 定理 
18 ur. 

再 取 有 限 子 集 A,CS(X*), fli ACA, B 

Ixl<2sup{x* tx); x" € А„}, VxEEDE,, 
令 了 := "A. 出 同上 理由 可 选取 投影 P, E,DE,DY,—>E,@E, 
$ 1Р,1<2, ЯА 程 ， 可 得 (OE, Y. PO, IP <2, 
ACE) zn, E,CY, ,. 


ФЕ- [хо х,ЄЕ,, Ўх, +оо), ALEX OF 


空间 ， 下 面 证 明 瑟 在 XX 中 不 可 补 ， 事 实 上 ， 车 存在 投影 P; 
X —5E, W U-P,)P,P;X—> E, 是 一 个 投影 , 且 


* 4 


ASAE SVU - Pr- P PISE Pi 
„Али [Pl = +оо, #35. EE. 
定理 1.1.1 的 证 时 ”只 须 证 戎 必要 性 ， 由 定理 1.1.4 知 ， 此 
at 多 的 有 限 维 子 空间 是 一 致 可 补 的 ， 下 面 利用 Dvoretsky 定理 


анала ХН, 再度 用 定理 1.1.2， 即 得 
XH, 
& = (Ls L А X WERE SE}. RLEL, 设 出 mL = 


由 于 dimL = n, 8 L 5 B RERE 5 
a, = in {ITs T 8 L— >B НЕЕ), 


Wired PEER W: L—>1; fi -2-- lxlsIWxielxl, Vee, 


AT EUR X XH 只 须 证 明 suplan LES} =a*<+00, 
ATEEN FA ea, 
ШЕ X KARE SE A Ж, EE 4>>1， 及 投影 
(Qi X — L, 使 (QUIE A, MAI -QXR RREN, diDvoretsky 
定理 ,存在 了 YC 0 -Q)X, dimY =n, KERE U; Y—D, 18 


y ly1<lUy]<lyl,VyeY, 
ES T-lU^W, L—=Y, 则 

-à -ixis VxcL, 

m 
2D, = (затен) Bii SE ЕР. X—> D. 
4i IPASA ta 为 待定 系数 
& V = Р.Т, ana 
(I— QP.x -aT(I - aV) x, Vx EL, (1.1) 


ЖК, x € L, Wb P.x = z+ Те, М z € L, M 
(I- Q)P,x = в +aTzsz- Qz +aQTz- aTz, 


X 
x +aTx =P.(x+aTx) = Pix +aP.T x, 
[рд 
aP,Tx=x+aTx— Pix, 
从 而 
aT (I-—-aV)x-aTx-aTQOP,Tx 

=aTx-aTQx+@TQTx+aTQP.x 
= aTQP.x = ато (атат) 
= aTQz = alse = (1 -Q)P.x, 

ANCL. R sr. JÉHXPxCL. 

Id - Q P.x| = faT d- aV) x | > |x аУхі 


aCixl — alVxiD > a( fx] -ar Teh 
2a = 2a 


定义 Ss 一 > DID, Sx-(LUTs, 30d - ФР„х)„ 
YxcL, LE 对 任 xcL, 
1 
max(LiTx|, 25 


由 于 个 是 1-1 算 子 ; 故 S, 也是 1-1 算 子 ， 从 而 dim5o (DD =n, A 
ESD =i, Ной ЙИ, 151га, АІТ уо ЄЙ, 使 
171 21, {Н |5 !y,|2> ea, & yo m 5х0, MEP xo EL. MW [хь > 


a|Soa|, х= ey WE Dn] =1, Е JS d. mi, Bh. 


得 ex;imax d » Bal). жь, 


> 


Сх аА Pel) s Sox xl. 


如 果 RE 则 
> Wel > 166, AP dixi- aA lT | > DG. 
如 果 ал?|Тх, i2, 则 


" б з 


= 1 
2 zs n Tx, -Ba 
总 之 


ls: a 1 
二 >min( sz > Bait ) 
A 


a<max( #224 А вал"). 


如 果 273247, 则 只 可 能 asai", 因此， 
/—Og«8.3243 01260) A^, V6>0, 


ЧАП а 256244, а" 25644, АШХ<Н, ҢҢ ХЫН. 证 
в, 

很 容易 直接 构造 1 的 不 可 补 子 空间 ， 首 先 ,我 们 证 明 

定理 3.1.5 每 个 可 分 Banach FA X RESET LORS 
AZE. f 
证 明 证 法 一 : Hit U CX) mu Be 88 3 {Xa} ruis $T: h-—> X, 
"DPG,) = Za,x,, Via) Ch, WITI<1. 

fER z€X,lz| 21, WAHE 8270, 存在 x f m — anle, 
BË ay omy, 已 选 好 , 使 


а-к -Ex | 
D 
Eon runs) 
BUE x, 使 
|2(2-а.- U ge 4) x; |< 
.从 而 


|z- x, _ fusa <r 
.这样 就 归纳 选 好 了 GO. Ф 


у= в ten +++ tory 


fe 
gi "ivi 
Wiyt<lte, H Ty =, Hit BA TERRA 5 
T, L /Ker(T) —X 
Ф (Хае. + Кег(Т)) = Жах, lj T 1-1, HWA. IP lect, ЖЕ 
上 面 证 明知 , АНЕ z € X, 1а] =1, {БШ e>0, BEVEL, 使 
Iyi<i+e, Ty= z, St ТФУ = z, E ICI. АЙП, 
IET = lel = PEII 

Вр 1Су21 = IFEI, Sk T ЖЕ ЕН. 因此 , X 线性 等 距 于 五 的 
某 个 商 空间 。 © 

证 法 二 : 令 (ха 58(Х) ШЧ Ж. ST: hX, 
T(a,) = Xa,x,, V(a) Ch, MTEL, X), WT? ELK", LO, 
A 

I T*x*l. = sup |T*x* (e) | = sup|x* (Ten) | 


zsup|x* (x) | = Ix*ll, 


ЖФ COS 1n BR 
因此 ， T* дена, АТ WA. 5 
T:t,/Ker(T)—+X, T(XZae + Ker(T)) = Хах, 
则 至 为 1-1 BRR, HE ГУ] € L/Ker (T), 
[ГУЛЇ =sup{|s* yD]; 2* € U,/Ker(T))*, 1а |1} 
-sup([so* (w) |sw* € (Ker (D) t, lw" 151, w € Ey lE 
-sup(| T^x* (ш) |; lx* | 1,26 € Cy) (A T* 为 等 距 ， 
iX Z (T*) = KercT)* 
= supíIx* (Tw) [slx* Si, w € Ey) 
= вир{|х* (PryD) |, lle" I<} = ГУЛІ, 
pu, PARES, Mi X RESET LOPS. UE. 
毕 。 
由 定理 1.1.5 9, hLZL/M, MAP T 2B MCI, Mo 
$8; 


石和 的 可 补 子 空间 。 事实 上 ， BW = МФУ, W 1, MRP FE 
BJ Y. AN hL=L/M=Y, PB Iz Y, 这 是 不 可 能 的 ; p XH. 
子 空间 中 ， 序列 о 收 化 和 范 数 收 敏 是 一 Skip, (Ht, TREMER 


OR 1, HARA, We —>), 但 [2,1 515. 
XX 1.1.1 Banach == |H] X $i Schur 空间 ， ARE (x 


сх, x— x€ X, ll nil, M 

BA, Schur 空间 的 子 空间 仍 是 Schur 25 8], Schur 空间 前 
组 性 间 胚 象 仍 是 Schur 5р, TEM uESP 是 Schur SH. HR. 
EAHA 每 个 可 分 无 根 维 非 Schur 空间 对 庶 一 个 天 的 非 可 
TEX. | | 

Xle 1<p< +оо, D2, 也 可 直接 构造 不 可 补 子 空 间 ， 请 见 . 
参考 书 (B-1, 了 .130)， 

另 一 方面 我 们 有 下 面 定理 (注意 在 定理 1.1.4 的 证 明 中 已 弘 
使 用 这 个 事实 )， 

HEM 1.1.6 任何 Banach zig X 的 任何 有 限 维 子 空间 及 有 - 
限 补 纵 子 空间 都 是 可 补 的 。 

ШН RMAXHAMAT SOM, dimM=n, 由 于 任何 六 
ҖЕ Banach ZRH HH M =E, WEE M H n PR. 
RHE GOL, 及 常数 C0, ш ` 


C^'max| a; г<; а; adc + matja, 


& x} Z ax) aj =1,2, = tQ. ———— 


C, j=l, n, H Hahn-Banach ER H Cx? ya RAS BE dH Ж 
GM. CX, & Px = Ух; (x)x, Vx EX, 5 8, IP nC, È 
PXSMERE XM ж хф, 


我 们 知道 , X 的 子 空间 N ——Ó dimX/N« 
+оо, HEX BAR HE TAE M, MO МПМ = (0), HxHExcX, 


iga 


.x=u +o uC M, vC N. 5 9. X—=X/N EARS, JU Qaa 
M—X/N Ж 1-1 满 的 ， 由 于 dim X/N < +оо, # dim M = 
dim X/N « +оо, 因此 M ЙН, RB M E X GRETA, 4 
.P,X—N,P(ucv)-v, Vx-ucv&X, WP & ЕГ, 
Жз: Е, Ж lim x, =x€ X, limPix) =y€ X, WycN, lim 


(x, -P(x)) =x-yEM( 由 于 М ЖЫШ, 因此 x=y+ (x— у, 
mM P(x) =P (y) =y, BH P JE Н 根据 闭 图 象 定理 , P 是 连续 的 。 
MN FH. GEM, 

€ W Auerbach ¥ 8 (3) 14.2.2), 4 Æt n Ж Banach 2 
间 B,, HE (x), CS(B,), (xf), CSCBS), Е x" (ху) = Ó 
151, xn (0,,-20, 4 ij |], бу=1, 3 i=} £D. B ЖЕР 
Ji dr EE IPIE. Ex ЕШ n f£ Banach 空间 Bn tj Banach 
空间 X, FERE P,X—>B,, de PP|«n. Hu, König & 


"Tomcezak-Jaegerman[K-TJ—17 iE EH {Р |n — Z > 其 中 


为 不 依赖 于 Rn 的 绝对 常数 。 且 这 个 信和 计 是 最 佳 的 (当然 对 其 体 
MAE TRAER REYR. П. 

IE RUSE BE 1.1.1 DE RB, TE Banach 空间 X + 
RPE RRS Hilbert $E, JB AA Rint BEBE X HARASS 
是 一 臻 可 补 的 。 

Ando [A-1] 还 证 明 Le IPA +оо, Pi 不 存在 imn 
的 补 维 为 1 的 闭 子 空间 ， 


$2 1„(їа<ф<-+ о) cP 


$1 知道 ,除了 了 到 2, L, 者 具有 不 可 补 子 空间 , 本 节 我 们 将 

证 明 LS ps +оо), co B] BES СВЕ HD 可 衬 子 空间 都 与 整 个 

空间 线性 同 了 腑 。 这 是 一 个 很 有 趣 约 性 质 ， 为 此 我 们 引入 如 下 定 
‚ЖЯ, : 
^ 10 « 


ЖУ 1.2.1 Banach 空间 X 称 为 素 (prime) SH, MBX 
前 每 个 无 腿 维 可 补 子 空间 都 与 站 ФЕ ИШ. 

LOSP коо) H c 作为 具 基 的 Banach 空间 具有 许多 特 
ЖЕНУ fk M. 

注 AG REPRESEN 上 内容， FREE REGE 
知识 的 读者 可 参考 附录 2, П | 

定理 1.2.1 X= mL, SP+, 5 шта HEX W 
HRE Ce 2; 的 正规 化 块 基 , ШЇ 

(1) (иду 等 价 于 Ceti, H Enzo X, 

(2) [u]2,J& X 0) 1 BERT 8], 

证 明 D QD XX =c A: 


设 
ту 
u= ў Ailis 


imma 


ley! = тах{!Аут+1<{4&т,,) -1, FEN, 
对 任 (ap Ë Cos 


PIT = max ila пахо Ail m; іт) У 


= max |a; -£««l | (1,2) 


siete 
(1. 2) 3E BH (Di 等 价 于 Co 的 自然 基 (e, } 21: В. [wj] te (es 
价 ? 定 义气 附录 2 )。 
D Mt X=b, Ip +оо 的 情况 。 
w. 


[2] (F a у" zl, JEN, 


对 任何 (а) €L, 
дв |= (Siar ny 


- (бау |5 |, (1.3) 
(1.3) EB]. (u,) с, ЗАРИР L BJ AARE Ce... H [ul =L, 
(2) 对 每 个 j， 容易 找到 up ЄЛЇН CL te Be 
e 1,), f£ [иг | = иј сир) = 1, MÜ uf QU) = 0, RAF, 
4 Px = Ўзи Gus Vx € X, WH P! = P, B PX = Cuz 


` FB MEB |P|-i1, Seb, RO UEBSPI«Ii PB W. AWE 
-Banach 空间 中 投影 P, 总 有 IP] = (PPP, BB Pi, 


@ fix = Dae € cs, My 


[Px] = 57 uf (кши = тах lur (z) | 


= max »3 ач (е) = max max |a, 
ТЕСЕ mj +1 1<j<+= m, +1<i<m; +1 

= max |а;| = [х!, 
l1<i<+= 


“KPIS, ЖР Х BY Си 的 范 数 为 109 SO, 即 Lu, 在 
Co 中 I 可 补 。 


à E x= Bae. cL 
"jl "iti PUES 1 
lurcol« € Jane (57 1а) S uci?) 
izm; +1 iem; +1 i +! 


(2, |a: у 


-其 中 
+ 12 « 


从而 
[Px ie = |È и cow, | -3 | uf (x) < la,” = |=], 
BH |Pisci, Ex Гы], Æ L, рта. 证 毕 ， 
ЖЕ 1.2.2 d; X =c KL, 1<р< +оо, WP X уб G: 
维 子 空间 Y 都 含有 一 个 子 空间 Z, E Z=: KX, AZ 在 证 中 可 补 。 
证 明 FY RX WARE TS. X BARE GI. 
KY GT fy.) 使 
Ss yi = ul l1 
1 fu; < 


其 中 G2, (6,7,2, їй tab OL HA 2 定理 2.8). 
因此 ， {ts} 为 (e) =, 的 正规 化 抉 基 , 根据 定理 1.2.1. 


{- е Bum E X F 1 DM HOHER 2 


38 2.7 П Ly, oz 3E X ФАК, А (у.н)... WEE. 
定理 1.2.3 c LO p +оо) tite — + [B] RT 38 — ZR] 
的 子 空间 。 
证 明 ”次 先 容易 看 到 ， 这 些 空间 的 和 直 然 基 是 互 不 等 价 的 。 投 - 
XY 分 别 是 e, Os p ceo) PEM BPA, 分别 记 . 
X, Y WJ HRH (ez 和 (ecu 若 存 在 了 XY AREA 


Hs N Te, —90, 由 附录 2 定理 2.9 AL (Te) HEATED Zo dt 
{Tei} P == lel ij ЙЕ, 由 定理 1.2.1 iT enpas {elea 从. 
而 dehi = nta (8 e321 hen T A. EE, 

为 了 证 明 о. b OSP +оо) 是 素 空 间 ， 我 们 要 用 下 列 . 
Peleznski 方法 、 

EE 0.2.4 WXYZ E. Banach 空间 , 则 

(1) (GXQYOQ2 == (XG (YGZ); 


- 13 +. 


(2) Y=Z==> XD Y= XG: 
(3) CAPAPA BX) HV OXOQXQ n ISPS + eo; 
(4) (PB XBY) D,— SB BSA)» 
Isp + co, 
WEB]. O 57. CCXEPY) CBZ) — (X (YCDZ)) 
TCG, y), 2) = (x, (y, 22), 
并 注意 到 拓扑 直 和 的 性 ШЇ: (х„, y,)— (x, y) &— x, Н. 
У. у, Bey, 
(2) Ж Т. Y— Z W ЕНЕ, 令 
T (XY) -一 > (XPZ), T, = (x, Ty), 
(30 4 Ti; (ХОХ 0,20, CXCDXQD a 
TQ X, 7, xo) = (Xos X15 Xo, с) 
WUE T REET. | 
(4S T, (Ө (Х@Ү) 2,9 EDX BOOBY) 0, 
TOR V s Ear Pad dS COn Kay n Qui Yn 722. 
ЖУЛЕТТА, Е, 
E 对 有 限 直 各 情况, 易 见 . 
(XOX OX.) XB BX) » VIS PS + so, 
Co mie dE. OO 
定理 q.2.5(Pelezynski 分 解 方法 ) FX. Y R. Banach 空 
38], Xc9,.Y HY C5,X, Hi PAH, 
(1) Xz XCDX, YYY; 
(2) Ха ХФ X), LRP + cos 
(3) XmCCKDX, 
Шр X zz Y, 
证明 (0D h XC5,Y, AGE Y 的 子 空间 Z, ë Y == XG Z, 
Mitt di Xe X X X, 
YesXQZzmeXQXOazexoyx. 
ШИШ X=YGX, ik XceYQXexoYev. 


- l4 <= 


(2 X@X x (ZOX) D (ZX) uq. 
Mb YCS X, MX BJ TE W, tE xu Yow, ak 

X (SOX) ze (BOY WO 2 „ке XD Y) ,DEDW) 9) s- 

e Y (QZOY) 4DOOW)»,zYGX, 
|HBXCZY, X-—XOQX, WUT Y= XD Y, 
故 
XseYO Xo XOQyY Y 

证 毕 . 

(3) 同 (2) 证 明 。 
ui. 

i 一 个 重要 的 open 问题 是 XCSY B YCS,X Em Ха 
Ys 我 们 称 一 个 Banach 空间 其 为 E Schroeder-Bernstein 性 
Ж (SBP), 如 果 对 任何 Banach 空间 Y, 如果 Хсс,ү, YES X, 
WAXY, 5 — ЕЕ Open HE E, ZS > Banach 空间 具 - 
SBP? 此 和 外 下 列 仍 为 Open, 

(D X R SBP=95X* E SBP, 

(2) X* E SBP—325 X * A SBP; 

(3) X,Y E SBP=%> XEY 8 SBP, 
TÉ Mt eS И,(С-2), O 

定理 1.2.6 c LOSP +оо) BES, - 

证 明 Xe, 19р + co, 
1.2.2, FE Y MFA Z, M ZeX, B Z Xa S ATE 
AZ Y ФЕ, ХСС, 

AFH, B44 X = cs Rl, p< + eo 时 ,有 

(509 Х) x= X, 

故 由 Peleznski 分 解 定理 (定理 1.2.5), BGR X=Y. EE. 

注 1 应 用 Pelczynski 分 解 方法 ， 我 们 得 到 一 个 存在 性 证 
9l, Шз X 到 它 的 无 限 维 可 补 子 空间 上 的 一 个 强 性 同 古 。. 
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一 般 地 要 将 其 体 表 达 出 来 是 图 难 的 .但 对 DS p< + co, 552) 
HITS SH, LURE RAM KR, 事实 上 有 下 面 结果 ; X 
X =[,(1<p< +оо, pE), 
ж X Fak ay 1833, M] 2F E X PERRI ok 
j "Y oF m -dim PX, 它 可 以 是 有 限 的 也 可 以 是 无 限 的 )， 
= Dae, LEIEm, s, [l z; = ф, kj, 


iccj 
使 Px= > u; (x) uy, Vx ЄХ, # 中 (fu? cs, Eur (up =1, 
i=l 


Tajam, PX = [а GEH] 5x (L-T, p.55, © ЖЕ 
2.4.40] 

i2 RE 1.2.6 BJ E BH 4& 38 T с, R L (1=<b< + co) 的 特 
MY BT EM ORE 1.2.2), ATT Linqenstrauss 成 功 地 证 明了 
de ds 38 XX E Bb. M.F m eH. [] 

-定理 1.2.7 1 是 素 空 间 
xtA E НУ TE В PT FIBI JLA ERR. 
定理 1.2.8 VE K HX Hausdorff 空间 ,cu X, Mi 
L(C CK), X) = WR(GC(K),X), 
这 个 定理 的 证 明 要 用 到 向 登 测 度 的 一 系列 定理 ， 我 们 省 略 这 
-个 证 明 ( 参 见 参 考 书 (PD-U-1)p.160)。 

31.2.2 TEL(X, Y), ШЕТ hw REO Е, 
ЖЖЖ T Jy Dunford-Pettis ЯР (DP HY) id 4c Ik DP BTW 
DP(X, Y), Banach 258] Х 称 为 DP 空间 , ШЖ WK(X, Y) с 
Рр (Х,Ү), V Banach 空间 Y. 

定理 1.2.9 d$ Banach 2 [Rp X JE: DP zs jj, W xj 4t fs 
TcCcWKX,20D, # T c KIX, X), 

证 明 dp TeWK(X,X), MTUCORX pw BR, М 
HT X ДЕ DP зн, ж TEDPCX,X), Am TTU X rh 

T?^U (X) =T(TU XY cT TU (X), 


e 16 5 


wT CK(X,X). ЕН, 

EW 1.2.10 25 KÆ Hausdorff 空间 ， 则 CCK) 是 DP 
ZA. | | 

TE DY We CES 3,2825 45 (D-U-1) 8.154), 

iig 1.2.11 E K B Hausdorff 空间 , TEWK(C(K), 
€ (K)), lil T? € K(CGO,C(GO), 

证 明 ”由 定理 1.2.10 及 定理 1.2.9。 证 毕 。 

引 理 1.2.12. 3$ (Uy, Z Cl, MM 为 常数 ,使 


зир[а, < |$ a,».| M supia,, Va) Ec (1.4) 
向 存在 (у), 的 子 列 (у, 3. 使 | 


i sup 11|" € азу, | <Msup| a), V(a) Cl. 


(1.5) 
HEH wD ао, 表示 2) ay ew È a, 
证 明 首先 ,对 nz BS TET P] у, deta, 由 (1.4)， 
Diva 1 <M, vi, 
FP y,,= (у. 00, Ele 
故 对 任何 (а, Co, 有 
Xy, < +e, Vi, (1.6) 


н 1121... Rl, HARE ehto BO. 2, 


ip* lim * ау, 


loco у=] 


存在 , 记 为 wt Say. H 


1 bo t 
|е" а». |< tim |> anya] <M lim sup |а,| 
i g=1 


р dukxI 


. 17. 


= М supja,|. 

这 表明 .5) 式 有 边 不 等 式 对 Ouun 的 任何 子 列 成 立 ， 下 面 适当 
选择 (mls. 使 D T. WE GL 左边 不 等 式 ， 

对 每 个 x Ele, 60, iB N(x, s) = {isla | xe. Ир x= 
(x 3) 2. 下 面 分 儿 步 进行 。 

(a) 我 们 有 对 每 个 se>0， 存 在 m 使 得 有 无 限 多 个 n 满足 

РА "Xstys sl >l (1.7) 

其 中 Xue AREAN. 

事实 上 ,首先 着 r> DL. W Ú NO. = N( 若 不 然 ， 则 有 


heNSNÜ NO, © = ЙОМО, Ө), Ж 
|у, (ip) |>, lxtn&r, 
从 而 | 
M «erc 2l |y, GO] « M 
"—1 


ERO. FAG. TE n a, xem, HARASS n 满足 
[ys XN n rol zl. 
CE BI, FE n, 34 n9, Бр, [ЭХ из о «1» 同样 ， 存 在 a> ths 
[TIU n>n 时， I». Хлор) | <1, i-1,2, 继续 这 个 过 程 ,存在 
Hey fff nn a 2 С>, H3 n>n, BIA 
Iy, "Xn ol s lir, 0.8) 
但 U NO, 6 = N Kd (1.8) AI, no m INS Iud b, 90—207 
(b) 由 (a) XE п; REN 的 无 限 子 集 м, 使 
ly. Xs, | D 121, VncN, 0.95 
BD, (ya 1221, WY is 使 
| yn С) |>}. 
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HA 2 Dy, GO LM, 故 ,如 果 必 要 转 到 NN, 的 子 列 ;可 假设 
E 19.G01< 寺 ， 
nENy 8 
考虑 Or Xo nr dy danas 同上 讨论 ， ян, C N, 及 NN; 的 无 


PSN, 使 
[yn (ori XN ruo i) 1221, Үп ENa 


ABT Ika Gr р) |21, d np 26 
i € N(v.. +), 


使 
I». Go12 3- 


且 如 果 必要 转 到 N, FARR D ly G2 <k. 
继续 这 个 归 欣 构 造 ,得 正 整数 的 子 列 (mht 和 Ga Say fcf 
latio 1o 3, i 
AMAT k, 


È scole + 二 + 二 
(e) {yn men 就 是 楼 (1. 人 外 式 左边 不 等 式 成 立 的 子 列 。 事 d 


上 ;车 sup |a) =1, iE ko 使 


8 
Lai | >> 
M 
Jor Say, [>| Sarin) 11a э, бы E уа 
. 3. 9 l.l | 
pum 一 
^1' 16 7^0» 


证 毕 


定理 1.2.7 的 证 明 ФУ LACE TT ЖУТ ie. 由 
Pelczynski RFEA, RAWE CS Y 即 可 ,但 我 们 知 3 
lo Cs Y => L. CS Y, K ААТ ШЕ І.с Y BI Ар, Uo — Y = 
laS Y AUER. HR ZcY, T. Z— le BAPE. W TzCD 
€Z*, 由 Hahn-Ranach EH EBE, LRH Теп) Xp Y* 中 
25,1828 yf. 5 

Ty = Gt ODD, 
MAX P-T-—T DA Y BZ ERRE, сб, RAEN 
ERHI- EL £P, PE COL SE 6.1.1 HED, НМЕ, 空间 总 Z 
[Ir Y, WH OXCOC.Y—XCY). 

出 于 1 是 一 个 CtK) 空间 (其 中 K JE Й) Stone-Céch 
th). > Р.1..—э У EARE, P? = P, H J Y A. 
MOPOKOSL2, THEE 1.2.11, Ж PA WK dol). BASE 
38 1.2.8, 知 e, C Y, ШЕЕ ty. CY, Ж M0, 使 


supl a, | < 31a», | « M sup DAP V (a Є бє, 


应 用 引 理 1.2.12, RP ty.) ЖИДЫ 


i sup |a, | јот Š ay. | <m sup |a,l, Va) Ela. 
" т= 1 " 


(1.10) 
对 自然 数 N 的 每 个 无 限 子 集 No， 令 Xn 是 Is 的 如 下 子 空 


Xy, 7 (w* È ayn (a) Ele HX n& No Ej, a, =o}, 


令 (N), r E МО АЕТ SA BR, [E М. ПМ, 是 有 
限 的 ， 对 УЕР» CHR PEt SAAS EN PAH 点 列 建立 
1-1 对 应 , 即 可 知人 Yvesnr 的 存在 )， 

fy 1.10) 00, Xy, 1, ТОНГЕ BREE ERE y, € T°, 
ti Xn. СҮ. 

BRR MEP VEL, Xs, EY, 
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ч REAL... 


> GE BI HF 


4 Qi la — 1. /Y jm. WpART УЄГ, Ех, Е Ху,» 
ix,l =1, E Qx,70, Е 
x, = w? 5) агу, 
PEN, 
Ju 


sup |a| «2. 
FER Vig PEL, Mj | 
|2) ex, «2M. 
Дир ei= 土 1,i=1,…,%( 因 NN,, ПМ, 有 限 ， ИЧЕРГЕ È e Q x, 
的 范 数 时 ,可 去 掉 关 十 yog Se TES BB, ЛУН 
|o" > a| <M sup ial, 


ВЯ). 

ЈАТ, MH ФЄ UY" Re>d, RF B£ VEL, f 
|p (Qx,)|>z, Aimer ecJYo*, RA T| 3847, d 
$9 Ox 560. 

[15 --J7r5m.Y 1. рар, MDl2-YOZ, WAP Z CL, 
Aig L. /Y eZ, AL. Aaya total ЖОВТЕ (х), Che, dit 
ThE x Eley ж (x) = 0, Vm, WiJ х= 0, МП Zi Hn total $, 
A LL/Y 也 具 可 数 total f& (poti. HEMER, ES oo RA 
Wet xo Ш pQr 40, 因而 至 少 存 在 Yo er, fl p (Qx) 
=0, Vi, Hp (oi; zi fj total ЫШ, х, = 0, 这 与 选取 xo, 使 
Qx 2-0 ЭРТЕЁ, 

+ X4 RAH Le prime 2 间 Zo, L, Ix pz +00, 
ЖЕЖ Н prime 空间 是 重要 的 open 问题 。 HA BES 
存在 Orlicz 空间 是 prime 空间 ?这 是 一 个 有 趣 的 向 题 СБ 
3IL-T,1», 

已 经 证 明 ， 加 虹 Banach 2 j] X Æ prime, HA ЖЖ 
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FRE BAY, WX Rel, Kel, Reo. (B-C-L- 
Tid, 

如 果 放 检 一 点 ,可 考虑 下 列 空间 类 。 

定义 1.2.8 一 个 T Panaon 2 as ja] X Phy E Ж (primary) 空 
BJ. We X LAP Р, 或 者 PX 或 者 (I -了 XX 

显然 , prime zm primary 空间 。 

已 经 证 明 下 列 空 间 是 primary: 

(D L,L0,1], 1 р + oo (IRL -B(L-T E. p.168); 

(2) COCK), К RE БЕШ 35 B (22-3 B (L-T I p.168); 

(3) James 空间 J; 

J {х= (a,),21, |z] = „SYP la, an) + (а, an)? 

зс Р 


+= (du, — 45) incre, 其 中 bab. AR IB 
加 列 ， lim a, = 0) 


见 C-D; | 
(4) James 树 空间 JT. 
(1,1) (1,2) 
га 
2 M 
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) 


ah (3,2) 03,3) (3,4) 09,5) às a, O.) 
S ÁN ZX IN ZX FN FN ` 
ITSM: T 是 Nx N 的 一 个 子 集 《也 称 一 个 标 
HERD, T-(0,D,n-71,2,--, ISIL? (ДЬЩ), YE T jh u x 
WEY: GnDsOn DUE nem EAE 3E Riri, 
ian йе =f, ЖЄ (211-1, 201}, = "le a m OÁ E 
SF 2h 1 或 者 等 T 24-0, 
T 中 的 一 个 线段 是 如 下 形式 前 集 ， 
全 (二 
其 中 
. 27 a 


HE Cea oleam +l nthe 
(nm =1,2,<-,8=0,1,2,°), 
MHP AEN, Hind сіс) Тв HRA. T 
HU n Brae A on PESE: | 
ИИ 
其 中 LE im- 1,2й-у},{=тп+1,п-++2,+е, 
1 阶 枝 简 称 IB. 
| ` k - 1⁄2 
JT = ix = (a(n, і) з [xl =sup{ 3 6-3 x (n, b*) < + 00 
j= 1 {m HES) 


共 中 上 确 界 取 自 一 切 h 及 一 雪琴 两 木 相交 的 线段 S1, 2,8.) 
GOLCAr-D,X T JT 2 空间 详细 叙述 下 见 参 考 书 (P-D1))。 

(5) Unirersal 空间 U, 

4 {un} 21 是 CLO,1] 中 一 个 笛 集 。 


Ui={{= (аз ть elis sup {|$ sau] 0, = +1, ve} 


< +оо} 


($224 (L-T-1) 9.131). 

另 一 方面 也 证 明 Tsirelson 空 间 ( 见 第 六 过 § 5) Rprimary 
(C-S-1), 

但 从 整体 看 ， 关于 prime Sf primary: AMA iit T HE 
少 ,这 方面 的 一 个 有 趣 的 Open 问题 之 一 是 由 Cassaza-B,L. Lin 
的 一 个 定理 引起 的 (有 头 对 称 基 及 次 对 称 基 见 附录 3)。 
定理 1.2.13 BX BAUMAN Banach zr. MX 
上 的 任何 投影 Q, 或 者 存在 MCOX, TEM X, AMEX атр, 
或 者 存 存 NCI-Q)X, fE Мах, BN de X PHF. 

证 曲 ” 由 于 所 讨论 的 性质 是 在 等 价 范 数 下 不 变 的 ， 且 任何 具 
.次 对 称 基 的 Banach 空间 可 以 再 赋 范 ,使 在 新 范 数 下 , 次 对 称 基 党 
数 为 1。 故 不 妨 假设 {x,} ,21 ЖЕ Banch 空间 和 的 具 次 对 称 基 党 
数 为 1 的 正 珊 人世 次 对 称 基 ,分 两 种 情况 讨论 。 
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tI) dr x, — Ü, 出 存在 x* €8(x*), £50, Ж ін) 2, 使 
x* G2 e, 页 对 任意 正 数 列 tali 
PM => x* (Sax >z а, 
j=l j= i=} 
注意 到 n, ji 也 是 无 条 件 的 ， 故 对 任何 Lacu. (应 用 附录 定理 
2.125,84 
这 表明 (Xn) ina {eh 由 次 对 称 性 
E n m lx. А le, 
ik Xah. WES 1.2.6, 1 是 prime 空间 , BOLE E. 
(1) E x,—>0,4 
Qx, -È А.а» 
TI Qx,—>0, 
Xe N 的 无 限于 集 N, SHAN, 时 ,或 
MP? -ij>i 
ГА 125 8 ТА, M2 


我 们 不妨 假 设 当 nE NI 时 ， [Anal > (对 IA, - 112 2 考虑 
1-9 Bip) 


内 Qr 0, 中 基 序列 选择 原理 (附录 2 定理 2.9) ,存在 М, 
HERTE М, = in тр AD fe, S OR {шу}, fü 
Qe wl буо], À 
AFTER T. [Qx,, 1-Е) 10 
TQx,, = ui Vi, IT1«2, 
其 中 
+ 34 « 


u= M Аһ; Хз Vis 
x 
LIP | x; (up) | = [А,, "y |>, Vi. 
我 们 还 有 人 人 HT ша, 


> Р Ра + со, 
H ОВЕ, 
> a;Qx,, <+ eo, 


Qr, ‚аш {u;} ip 


p аир + оо, 
RLF 
X auc + co, 
由于 4303 521 大 无条件 的 ,被 
> Ain, ny Xn, < + оо, 
XB 
lal i ALAS |16, 1S2] An y 1, 


再 由 Gn, V 是 无 条 件 的 知 ， È ax < + co, i 
{шуа (х, Hm 


H Е AX Sun Ы ax 


{a} "уях ix. ML ur, 


= 25 


PA xA IQ, hn W 
Mz (Qx., ах, MOOK, 
TAE M fe X нар, 
Жас Е 2 和 定理 2.7) 只要 证 其 存在 投 影 : 
P, X— > uiJi25 R. 


w QX. Wl 1 


A ul Cb 
Bay, 
A P, X— X, 
з _ л __ 8 
Р(Х a,x.) =| 7 x? (up Us 
MP AR., RRE, E 
S a,x, < +09, 


Èa, х, <+ со, 
i=l 


A PARAE Н 
(28 。 


Pa) = P( > pe MET 


= Сох (u). Ui = Wis 


«n ae Eu з |2190 |а| 
<8 Qiixf. | 
Ж IPIS QU. Mii О 

P(31a.u.) = Fau., у Sau, € CHa lna 
H 


(E арху, (up x) = > ай» 
З PH Хн.) IHS, 
== 1Өх,, 一 uj 


x al 1 
2 iwl E -a;i «2 3 16+ 2+5 [QT 


[Pi«sIQ!, 


ele l 
Saqi ваг 
iF ER, | | 
这 个 定理 促使 人 们 猜想 ， 是 否 具 次 对 称 基 的 Banach 空间 一 


Ei primary 空间 ?自前 ,这 仍然 是 一 个 Open 问题 , 甚至 大 们 还 
不 知道 是 否 具 对 称 基 的 Banach 空间 一 定 是 primary 空间 


$3. Ly, [0,1] 的 子 空间 
L400, 17, 1<p<+00, 的 Haar 8135 LIO, 17 的 重要 的 
3, 


ЖУ 1.8.1 FAE] (h 003,21 WA Haar 组， 


h (b =1, HR =0,1, 2, +-,8 =1,2, ---, 24, 


. OY » 


1 ^4tep(QOs-22*7,0s-101271]1 
1-1 tel (2s - 127, 2.2771] 
\ O 其 他 

X18 1.3.1. Haar £ GE LRA EHR) А L, [0,12 的 单 
Yid lC p< + ee, 

AEN; IH T Haar iifj£ETESK & SH — ME P< ig] (BI 3E ОШ. 
[527*, (st 10 27*) HARTER, KM L ,[0,1J = Eh (OD 125. 

RHE ME (01. ER, AR 


n ati 
fin 2xXah,8g0 = ан. (0), 
in] gel 


SW f.g pp LOCO CURT bs fT ERR, tpa. 
Ab, W sk TYR LL A b+ ais 在 工 的 后 洲 区 间 上 . 
RUAN b- a, ШТАНИ lS p< + ee, 

21 bP] bta Hlb- anes] 
ЖОЙ, Ifl igi B 


à L. i Hei | 
| 220.) | < S'ah; (t) |, + 
el | isl í 


A E АЗЕ CHL SE 2 EPA 2.2), (h (D 2 2 ДЕ LTO, 17 AY 35. E 
3k. VER. 

注 1 BR 

hat aO ho = 275, R501, 2.0 SSO, 1S p< + оо, 
0 (А 2} 7223 并 不 是 正规 化 基 。[] 

i2 dH Haar RRA PH BRAS, 即 


TM 


hs 4 oft) = 


1 
+ pit) =1, @,(D -f hidu, n1 


# gl d E PL pa $E (р, (O0 2, 5 Schauder £i, Schauder 

组 是 CLO, 1] Hj Ж. BEE, span Up 002,20 19,1] E 

жанаа аж, тжс, MAN 
[ф.(0 14, = СО, 1]. 


« 28 „ 


3 f H T2 EA E 23 n, p. O FEO BRB E19: 00) s 
AY Ж ЮЕ mp A. HOM 任何 (ad is E н, Ж 
È api (0) 593 аф: @ |, 


从 而 X WL OW ДЕ 2 82.23 (p. Gy Ж G [0, 1J A 
a. 0 

Rademacher 4% AiwWe--PRE ЖН. 

X 1.8.2 FAA OO) m Ж 28 Rademacher (ЕЙ 
жг) Н, У. (D = sen sin 2*xt, t€ [0,1], n€ N. 

Ж 易 见 ,对 任 nEN | 


a Ы gi 
„@) = 2s-1 2 . 
У = 1 ре s- , -2 ), 1<sK2 
| 0,Ё x. 
命题 1.3.2 (D XE 222, | 
(YQ o<e<t 
I 
у.) = 4 


[Pi Qr D «tx ú 


42) Blinn, < C ki 是正 整数 , 刚 
[ver wat -{!' Bak BAR 
0, HE. 
EM а) 当 0<e< ia, 
ya, (2D =sgn Sin2 2E = sgn sin Z' xt = y. s 


MEI 时 ， 


yai (QD = sgn sin 2^7 (2t — 1) = sgn sin 2" la2t © 
= sgn sin 2"xt =>, (Ё), | 
iE. 
- 29 。 


(D вру OO —1, ORARIO Ry =k = = Re 1 Ee 

ЮЖ yu, Pe, 4277 个 取 常 什 的 区 间 ， BOE 
4X L0, 12 RARE ALR AS РӘ. SEP OE 的 区 间 被 分 成 . 
2% —^—i AEA PDK АЈ, 其 长 度 J si TERM 子 区 间 , 例 记 为 工 
内 部 ye (O HEC LAB -I. At 


{, Y ma, (p dt = 0, 


M if 
Í Pa, Drove, (D dt = 
下 面 证 明 一 个 重要 的 经 常 使 用 的 不 等 式 ——Khintchine CF 


定理 1.3.3 & ly, OF gto, 1 上 上 的 Rademacher BR. 
RIS p< +оо, 存在 As, Boy 使 得 对 任何 m. ILA (aude fy 


A( іа, e) «6: [Sar (t) | (dr) ® 
<B> la, f 9. 


WA dec - Bay. 
"t p=2 mf, H iri 1.3.2022 A, (y (CO ра TE L,L0, 11 E 
A ERRAT, Ж | 
1 | | z " I i 
(| rora) (ur). 
显然 ,可取 А„-В,=1, 
4 p>2 时 ， | 


È Р) (fra vary «([, Hn 


ёк А,= 1, ERY k, 使 2k> р, Wh 

(f. IO шу «(T нашу“, сал 
m 1 m 2% d | 
f (Ber. y a 


_ (qr +@,)1 wi... rr, ! "a ENTER 
moa ot as уз (0 «yis dt 
其 中 和 式 对 1 Alam 之 闻 记 有 下 整数 … RB a, tetas 
2k ifj — UE Ж ec G, BR ` 

由 命题 1.3,2(2) 41 


Lye 2h (2k, + RTT гм, git, 
LE av.) dt - > (9E T- тур 0" "Ons , 


(1.12) 
ЖЕР fü Е k tee rk kK D EE hi: “ky N 130 m 
2, 1B] Br Ay IE EN Mis" н, BR, : 7 
另 一 方 9, . | 
(++ thot uu ks 
Èa a) = >}. EN "m Lanes. 
H 
(2E +e + 2k] uns os 
Doa aor 9 | 
M fk (2k, + 2k) tbe 1. hu L... ths 
= х. -k1 (as . Eh) ву xo ыр 
h 
<Сыз- a pP atout C, (lal) Е 
EO А 
веј ) t (1.19) 
BUB 


_ OR tee t2R UR ekgo 
Ca» max( (eua EBD QED To -CRD ) 
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< 20 Gk - pre +1) «b, 
-HI1-11), (1.125 (0.132, 对 022 2,2k p, ЯА 
1 
1 t - H "m Tye 
(Fire irae)’ (а), 


其 可 选 Bokt, 
对 1<p<2, HW 1< 9， x 


(vray <(f ror iayy (prora) 
-(€ га), 


故此 时 ， Al, 
又 因为 


(Ж) )«(f uo rar) «(f ар! шашу 
(отаг) ушай у 

«(f if«b {dt ) ([ Im 
«(iria (ey) 
(noia) nre. 


I^ 


th 


从 而 ， 


(E PY BŠ([ fold у, 


m i 1 - 
(È ial’) «ni if «D et, 
=] b 


` 32. 


B, 
[4 
(S1 alt) «f, ТӨ <([, PES Ф | ay. 
МГ 
А,= Bis. 
证 毕 。 

推论 1.8.4 LC ,L,10,1], 1<р< +оо, 

推论 1.3.5 LÆL 00,1], Ix; p + oo, 3-2. 

证 明 Gp LAL0,11, Hr filie 1.3.4, l C +L, t<p<4 oo, 
2, 但 由 定理 1.2.3 知 ,这 是 不 育 能 的 。 证 毕 。 

Ж dE 1.3.4 48 LC LL,[0,1], 1<р< +оо, 我们 进 
-$A 1,C2,L,[0,1], 1<р< +оо, 这 由 下 面 更 深 剂 的 定理 得 . 
8. L| 

id R, H span(y, 40 à ХЕ L,E0, V] 中 的 闭 包 ,我 们 有 

ЖЕ 1.3.6 只 ,是 工 [0,1] 的 可 补 子 空间 ,1<bp< +оо, 

证 明 ЖМИ: (1) p2>2, SHES CLs > 


i 
a, =f f(y, (04, n1, 
ü 
Pf = Sa y (D, 
BR feL,, ae BT 3 OO =, Ж L, 中 规格 化 正 交 组 ， 因此 
3 lato oo, 
因此 ,根据 Khintchine REAM, z asya (DEL ob ihe 26, Н. 
кош = š - 
ІРА = |2 ay D 809) = B. ау) | 


= Bof Вр. | 
因此 , PEL LaL. FER, ЩЩ РӘ, Khintchine REAN, 
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Ху. CO 1, d& Rei, dx 
Sf Bb), 
其 中 级 数 按 Ls Bk. dH 
an= f (> bapa CO.) (COdt = b, 


CEB y. (D 看 作 І. Kb 1+1=1), 故 


Hu 


= Хау) = Pf, ° 
BT P Æ L,—>R, RB. _ 
(2) 1<р<2, W FEL IDE, < 


1 - ` 
а, = | {соу coat, п>1, Pf = $a D, 
,应用 Khintehine RERA, Day.) 在 L, PHE 
= 1 L 172 
Pris - |È а < BÈÈ lanl) 


<В, sup{ р ЗСА.) €L, 2112,1 `< +оо} 


к= 1 
<В, supf NIS (È А, Odtis ADi Ele 


> [A t< + eJ. (1.14) 
nal . 
H H del 不 等 式 ， | 
qn E MEET 
[ш (Ba) | ans [Bar |, 
оа 142 
«Irt, B32) (1.15) 
He] 
acp 
| b 
Ha (1:14), (1.15049, 
|| Pf | BoB, IF is Vi ELN L, 


+ QUU 2<q< + оо, 
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HT L, IL, EL PR, WIH Pain Lea Le tA TRTE 
算 子 ， 

WE. ЄВ, B .OD Ë Re Hj 38 AE Khintchine 
不 等 式 ), 故 ; 


f= uy. " 2 
其 中 级 Ж L Wa Эк. 但 e 
а= |. (5 best Pa 948 =, | | 
f Say - Pf, 


因此 了 是 工 ,一 > Re f HE EE, | 
^ #1 Ru,mRyysh. <p, ac eoo ORE Khintchine Ж Ф 
XXL] 
(o€2 R,=Lo 事实 上 ， HID =r, PIS 0, 
Vn, 但 f4-0, [] | 
推论 1.3.7 LEE Lo 1< P< + оо, 

证 明 ”由 定理 1.3.0, R, Ls HATH, ` Hie 1, LR, 证 
M, 

eR EL 中 不 可 补 。 这 是 由 于 工 ; FATHERS SM 
(RE S 2.8.25). O . í: 

定理 1.3.8 R.L, 

ШЕН 4 (a, a, опу OR SER, 容易 看 到 ， 存 在 
tE(O,1], f yo = SER di, «kn, MJ 
Pal = аб) «Iz aus | «510,1, 


kel 


we 


TREE RU, lex RS. ШЕК, 

Ж GEB MD ED а, EE al Ж, 3 DEGERE, RA 
Rov], FEE, # iati 8 n 4 H k, Kae at ives 其 中 
w, By AEH, MI 


PA A ano |. 
2max[|3 et |. А (>: Во) } 
>тах( 1а, 28:1) 130b +1841) 


>15, 
K Кыз, HE 4,=1,4,=%, Ban Ral, iE #, L1 
E 工 ; 的 林 补 子 空间 ,1 很 Pp 之 + co。 这 可 由 下 和 阐 更 一 般 定 

FAAS By | 

TE 1.8.9. 4 (A: JE[0,1JBJ Ey, m A >O, 
Vn, MANAD =0, ij, Жн m WOO, 11 EB] Lebesgue 测度 ， 
HISP +оо, (ў, 2,31, 中 范 数 等 于 1 且 支撑 在 A, 上 的 ER 
数列 ( 即 fallo = 1. f. faxa, W Y= [fri] H Y, # L, {н 
AW. 

证 明 对 任何 数列 {шыл 


(f. (Жага) lar) ay n, О ay 


к= ©. {К Sas) ay 
= (> E у . 


B UI А estu Cle, P AU LIS ELA, B. 


= AE у= L,. 
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WEE п, Жов. ELC0, 11, (5+2=1), ү 
T. -f f. Og, (tdt, 
MALT flo, 定义 m | fedt, 
Pj = Sas, 0). 
这 个 定义 古 有 意义 的 ， жЕ, 
(Sia, Y -( f, feat | y Gh]. К 


«| ааа yy 
Sif Xe los Lfd. 
UAn 


n-i 


dk (az €L, AMÈ af, # L, Pitt o LEA eM 


LPF Los If Tos 
MP, Ір.) 是 范 数 为 LB, PCI # L, F m 
+b. Wh. 

令 人 感 兴趣 的 是 Kadec 和 Pelezy nski 4838 Le ft) bik P9 Ж 
HATER Cf cle) 得 到 工 的 子 空间 分 类 ， 《对 
1<p< +оо), 

FERRE — PAK Ley 2<р< +оо AF-S EXE. 

定理 1.8.10. B22 p<+oo, L, Ky) SEP Jú | HE T 25 [Н] X, 
(WA LASXCSL,, RA 3YC X, #El,=YCUL, (ҮСХ Æ 
ЖҮ X BU nj aF fuh 

这 个 定理 的 证 明 在 于 对 关 的 单位 球面 的 分 析 ; 如 果 存 在 一 列 
{fata CSX), у, 取 值 集中 在 测度 很 小 的 集 上 ， 那 么 UD A 
AE LW ARE C, 5 ТЕШ, X otis D, 钱 性 同 胚 (这 后 一 
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事实 要 用 到 p>2 这 一 条 件 )。 为 此 ,我们 引入 下 面 记 号 。 
іре +оо, Xpem0. ^ 
Ate, pb) = if C Lu mas |F elf loe. 
其 中 m dE [0,11 E Lebesgue 测度 。 
8|38 1.3.11 HAr, 1<т<р, PEFEA p) 有 
ЕИ 
EW 3g Eae] FDE ре). 
1 1 
1 r T ` 1 
iQ. olay 2f raray Selfi mE» 
2e Foe | 
TEE. 
5[zxs 1.3.12 (15 FE Е, Ken 则 А(2,, PICALE,, b) 
(2) a. „А06, р) = LINE 
(8) IGA, b), 旭 存 在 ACT(O,1], BE тСА)<е, Н. 
[iore a -enirir. 
证 明 CD 因为 | 
сес ГО, 1] f CO ] 5 eM fF 0m (G € 0,1] [FD Lx es fh) 
(2) E f4-0, UM 20, mp0, tE m If COLS 60m m, W e 
O«e«l, fir ед c«m, WIA f CAE, b). e. 
(3) # f&A(CG, р), Ш mE <е, 其 中 ul 
Ez-i(slfiDlzmelflsY. s ci ns 


| EPO dite Md c o 
(0, 155. | | б 


Í. [Fey [dt WEE PIE Себе. 
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ЕЕ, 

其 这 个 引 理 ,我 们 看 到 车 fF AG, р), Шу Er F ЛЕ 
dere 的 集 上 。 

引 理 1.3.13 <р roo, dU CSL), B £02 
不 完全 含 于 任何 AG, popu Oe cl, METE G.M) x 
ГАРИ Umm DUBIE CH. + 

证 明 ME SHEA e, O<e<1, 集 nf. SA, b); Anm 
Wy. 事实 上 ,否则 ,存在 sr Ocet, 使 i 

(m f. AG, руу = (ni gM. 
IE HrSI 1.3.1202) Я, fn EA lEn рф), 1<i<n, 根据 引 理 1.3.12 
OD, (f,}CAte*,p), Hep e* = min {en, € =. ine, y, ТИ. 

ЁТЕ AE 6270, fg tol, 存在 н> по, fif, EAD), 
in, o<n< d. Фе=- Д-т BT GS 不 完全 食 于 
Aled), ШЕЕ п, HEF. EAC р), 出 引 理 1.3.12(3) 知 ， 存 
YEA,CIO,11, fli mCA D «ei, B. 


f tfe dtl ~et, 
AL 
enc — [Bd m A)<e, 时， 有 


|р раа, 


存在 nm WE fa ZAG р), РИИ, ha 1.3.1205, 7р 
Ж A,C[0,1], { mCAD <е,, В | 


j [fa G dtS- е2, 
AQ 


假设 已 选 好 0,12 WAT MT А,, s А, ЖОЕ BR nn, 
om, IER 66,7608, PER i=1,--,k, Җ 


nOD Rr) 


« 39 + 


n |. ОФ ®1- єр, 
f. GOD IP 9 n |f "a (EY | dt ce. 
现 选取 Fi qe ny 使 得 当 mA) es. BJ, A 


IK ПР СВР fe, CE) IDdtscet, 
FM tis ts [E f. AG b), H5] 8E 1.3.1203), 存在 
Ах, L0, 11, d т\( Аку) ека» H 
b. If DO SL 8. 


继续 这 个 过 程 ， 
4 BANY А» XE k=l, 2,- W BAD, Н 


BN Bab, ke, 
同时 


vf, |f. OO] dt f. 1.00 Kapala [fs Gy [Pd 


> (E? tel tonb 


nm n) - (4 e) Че) +] 


>1- si, (上 + _1 1 )>1- i т. 
& 


g= bho, _, 
[Fay Xr le 
Ш (2,15 ERASER 1, HE 1.3.9 
4, (gibi ete dos H [g 2 CL, ,, GXH gn 还 是 Ls 的 1 
可 补 子 空间 ) 
但 基 ， 


a A >» 


工 
Ifa 一 faxa» = ып», If, OD ]”dt y < 


[Paka 8825 (1- ыхы) 515 ПАСТА: n p°... 
WM 
Рыва o2 om, 


А 


= р 8 
2 [А = glo, 


故 易 见 ( 附 录 2 定理 2.7), uote A ofa des Coho ER C 
附录 2 2.7, 还 可 使 P, L,—9 LU BRE IPIE, H 


(fabae). WEE, 
定理 LSI EXEL ERETZA. BBX, 
的 单位 球面 S(X)。 分 两 种 情况 ， 
(1) SIXTA, P), RRP e> 0. 
由 引 理 1.3.11, 并 注意 到 2p, di 
е СЛ» Yf € X. 
Aig XS LEk, 
(2) PAE O0<e<1, SO RSET Al p), SEB 
1 
a 
则 可 得 到 CSOD, EAL, р), monas i20 


MSE O<e <1, {fat RES AT Alp) P, ШЕ 1.3.13 
Al, Go, BATI US ss dE 
Ua) m (en dary 


Ё = 


;nzcl, 


я rf. Рае ИА 
MO Ха, B, RX Æ L, Pat. ШЕЕ, ШЕШ 
G2) A TERA K L, C-L GEB 1.2.3) 1, HE BT F E 220, (Е: 


. dj. 


S(XjCACe, po, КЩ E ii dis CL BERTI, 


e M LU lf i» VfeX. | 
Qh X npEE L, 的 子 空间 ， 共 而 存在 投影 P: LX, 对 任 
FEL, HF pet, I& f€ L.,, Mig Pr e X, В. 
IPELE PF umen? 0 сет арР, 
E, X E Lyh E. 

注 ARRERA, petRT BSE H, Дал 
1<р<7<21, EF Ls 的 一 个 子 空间 ， AEB 1<p<2 不 成 

, Rosenthal(R-1) 3E His 1l<p<c2, X £ L, 的 子 空间 ， 则 或 者 
"a ^crlBP 使 X — , L,, 或 者 存在 ҮСХ, 4& ly Y COL, i 

ЕПП, MT RI APTE BI ES И F nom FE 成 立 。 

ER 01.8.14 F l<p< +оо, My LWP HT Dj X, 
Be Xo, sk Pt YC X, W L, =; Y CL, 

证明 24 2s p< +оо 时 ,由 定理 1.3.10 RIAL 

wi<cp<c2, X JE Le wy ALA аар, X7 AR PER Lad 
一 个 可 补 闻 空间 M, Kp i +1 qb B XS MW Xt El АТ 
Mal, 因为 2<q< + ое, 应 用 定理 1.3.10，M 会 有 一 个 于 空间 
Z, iii Lx ZC L, WBA ZCM., (UN. X* 含有 一 个 可 
补 子 空间 H, t HZ, АНЯ ЫТ X**(= X, I X B 
ROMA ASFA Y, FH Y= H*=zZ*=zl,, Hg ХС, 
W ҮС», TEA, 

对 工 ; B Fla], A 

SEH 1.3.1 UNE L ТА, MRK AR, uk ox 
SYA, ЩЕ SYL. 

这 个 定理 的 证 明 依 赖 于 工 ; tw 紧 集 特征 。 我 们 可 在 更-- 般 
Bj LG Brie НСО, XS и) REESE GE INDE ES MW. 

EX 1.3.8. АСС.) SEAR, MIR EE ffe — 0, 
x 42 «м 


存在 020, 使 得 对 任 EC Z,u(E) <6, 有 
sup[|. [fldu f €A} <e. 
ACLU DRAHT TRES , 20138 
lim sup{f if (o2 | dus fea}s 0, 


定理 1.3.16 É ACL, GO, 00 A 是 一 致 可 积 , 当 且 仅 当 4 是 


范 数 有 界 且 等 度 连 续 的 。 | 
证 明 “一 >” 设 A 是 一 致 可 积 的 ,由 定义 , 存在 :ae>0， 使 


sup{ Kaldes fc4j <1， 


H supi if! real<i+ao BBA ЖИЛ 
由 于 : 


n Modus a. ifto) ida + |, — Korda. 


| <an + |, | MCon]du, SUR 
Eur, RHE 2220, Жа, Ht 
ар] л, 61792146 гєл}< <> 


ОЕА 


sup (| лла, "n | 


HE ARSTER. 
а" А RRA EE ER, 对 任何 £0, 3670. 
使 得 当 LE) <6 时 ,有 


j. Ifo) duse, Vf€A, 
Ў M -supt Iff EA 3 e D, MA a> a B, RE 


fea, 
s 43 + 


sup{f ‘f(w)|da; РСА}, 


ША д5 Пр, НЕН. 
L (a) 中 一 臻 可 积 集 实际 上 就 是 相对 wo EE. 2 1k, 我 们 再 
TEAR FE TE. 
定理 1.3.17 Ff CLC), fix gj A c >, 
limf f. coda 存在 ， 


则 uz EATE, EEEL, fit f, эр, 


特别 地 ， 车 Fo» W sz 是 一 致 可 积 的 。 

证 明 我们 不 妨 设 f, 是 实 值 的 。 

FEO 5, п) ар ~, AA W A Wu (A.A A.) = 
0, 其 中 站 六 六 = (ALU ADN GA NA D ALD A; RJ XT 22 (05 
见 “ 一 ”是 一 个 等 价 关 系 )。 设 2 是 三 关于 一 的 商 o 代数 ， 基 中 
的 元 记 为 [4]( 在 表达 式 中 ,我 们 就 记 A ES 为 [4A] 的 代表 元 ) 。 

在 X. 上 定义 度量 d, 

d(L A4], ГА, D = uiCA,AA;), VIA ГАЛ € >, 

(Xd) ee RES [н], BA, RCA a (Sed) 中 

‘Cauchy 7j, WW HF 


KIAJ, LAJ) = ACA AA.) = f. xasi di 


=f ixan- Xaa du, 
(aeg Ly GO p Cauchy A, A APE fue L, (ш), 使 


Aus LEF Oben TERI Н aee DET. fo BE fo Hy UE 
OTA Ж. Mee ACE. р = Ха. Ae 


‘+ 44 » 


1 
dA, IAJ) = (A, AA») = f. ха, = Xa| di —»0, 


这 就 证 明了 (ad) 征 完备 度量 空间 。 
WH f EL), SEX Eod) Ев 


BCA) =F, (A) =Í fords. 


B RP Жир е X8, ARM Aus Py 是 (5, d) 上 一 致 连续 iR. 
$e. 事实 上 ,对 任意 [ALT, ГА, ] Єз, 


|ЁктА›-Ё,‹тАл›} = | rau - [ran | 
Al AZ 


<| nas, 
Aria 


由 了 的 绝对 连续 性 知 ， 久 | 是 (XS) 上 一 致 连续 函数 ， 
因此 ， u 
Ex= N {CATE 2, IELOAT - FAOATDI <e} 
Z2(2,, D ШЖ, N=1,2,-5, 
HT lim |j, (edu 存在 , 故 X, =Ü Ey. 和 根据 Baire 29 3 


ж, 存在 Nis E Ey, ASA, BB AF TE [Ao] €x K r> 0, 使 得 . 
当 (AAA) <r BITE LA] € En, 特别 地 ,有 


[Gan feddu <e, 当 a>No AAA) тиў (1.16). 
Рн на, Ж 7,220, 使 得 当 | (GBO <r, 时 ,有 
f flde ам, (1.17) 
KIE, 4 A € Z, w(Ai<minir,r,},n> № Hj, 
[лаа fem falda + [sla 


| ñ 
= || Gan fond da +Í [f (f, ~ ди 
AMC EF у 1 ANG y o In) 


+Е = (Ра fu du 


IN Сизе d At 


. s 


-| Ga- fu) du 
Ae (А ila far?) 


(f. -{)ай 


IM 


С fn du | +E 


|. tar Inzfy 2 


(fu) du | 


12 ACE nS y AS 


Ga- fz) du 


NAMEN 


4 j fam fing) du | 
.J Ana < no 


(o fe) da | +e 


аса 


ит CAU САП Gn FD ЛАСА, 
(As\ (ANG. Sf A ACA, 
CASU CAD GS fi DI AAT AS 
CAS NCA ПС, Ei) A A CA, 
故 得 


| |fn du <58, (1.18) 

A 

rH (1.17) 4001.18) 4, 16 e> 0, 24 w(A)<min(r,,7) 时 
sup|| „14и }<5е. 


REH (0,15 是 等 度 连续 的 。 ane QI Bet = (A... Aad 
ffi maxi{m(A;), 1<j<l} <min(r jr), Jl] 


1 
I [roo du scie, 


HUM EMMA ERU. RAL 1.9.19 NL. (1n 是 一 致 可 
fans. pb. 
F(A) = lim| fade, VAES, 


. 46 。 


WF BOQ, DE a EAE, H Radon-Nikydom GMM, 
=f EL, GD, f£ | 


F(A) =| Foda. VAES, 
因此 ， 对 任何 A € X>, 
[joda f tan, 

同时 ,对 任何 简单 函数 

g= Baits elu, 
有 

{ du | tedu, 
由 于 简单 函数 在 L. (uy rh. 及 sup|f. b tee, HD 

Рэ}, 


证 毕 。 


(32 Ж w kta e liml f. coda Е, УА СХ 


«G0 3 — 368 E B. z Жи, Г] 

ТЕШ 1.3.18 ACL Cy), Ш 

А JE TUE w 紧 的 , 当 且 仅 当 A Zi SE PI BS, 

TENG “==> ”假设 A BAER Bis, WA e>o, Ж 
(fa aC А, PRS Aig n, A 

iW . у. (0) ld es, 
因此 , СР RATA RAR, HEW 1.3.16 22, 0.95 
VEX FIVE w UC. Hd Eberlein 定理 (Banach # [8] Хор 
集合 А ЖАНА] ш X. SHES A ХЧ w РЕЛ RDA 不 
AL Ж] w АЈ. 
‚47 + 


“< 一 "假设 A 是 一 致 可 积 的 ,由 定理 1.3.6 Я АДН 
的 ,根据 Banach-Alaoglu 438, AI w* A A" (C LAS (cm 
Lid) Ew" Ed, СЕ ЮП ШЕПН А CEL GO, Mit A F XI a 
的 。 

ER o € A ME пе.) CA, 使 Fo, Bl 

lim) fg соди > oce, VE EL HY) 
更 有 | 
пт} (озди = ФОХ, VE € X. 
^ 
F(E) = OOK es VE cx, 

BF fuu 是 一 致 可 积 的 ,根据 定理 1.3.16, (Lue AERE] 
ЖЕЕ, ИЯ] {ЕҢ 620, 2070, 使 得 当下 (< 时 ,有 


und |f fdu чар |. ан) en. 
Mit FO). ВК ЕО, У) Еп еу, 由 Radon- 
Nikodym 定理 , : f € L. (и), 使 
lim| flodau =Ф (xa) =F (Ð = | fo)au VE € Z. 
由 此 ,对 任何 简单 函数 
g= Жака Claw), 
A 
lim| совок = | fargcordu, 


由 于 supli] < +оо, К, F.-——f, ФСГ, Си), xXx 


Ас, (и). ЕФ. 

ЮТЩ БОЕ МЕ ЕЛ, RP ЫЛЕ КЕН 1.3.14, a 
IS IEXEI ЛЖ, БИНЕ TRS Н TY 
* 48 « 


定理 1:3.15 的 证 明 RX k L, BJ Tux. OT CLE 
X | 
(1› X AS PAR SCX) 是 一 致 可 积 的 ,但 U(X) P qo МИЙ 
(根据 Mazur 定理 : Banach Sie] X rdum Sx wey, MERS 
CEM), ИРЕШ 1.3.18 AUX) Ж Ki, A X XE H 
But] CH RH RH. 
(2) SCX 不 基 一 致 可 积 钓 。 我 们 将 构造 S(T) 的 一 个 序列 
qu}, dd funtana {enho Bous4ulac?L,. 
HGB 


sup{| |If«b lat € so) 
afa 


> зир {| oes reso) 


WE а<ь, 因此 ;车 SOD E ERR, WHE д, O<d<1, 
使 


lim sup{ Í IÐ [dts f ESON} = б>, 
а С a) 
ЯЖ, 在 在 ila. zs HU а, — oe, 使 
21. рута 
ó(1 2n <sup {{ lf la е8 
1 
<á (1--1-). 
ACIE S {fa na SCX), lg Af Vn, 
2d. 1 1 
afi- Q )<| +. GD) Xe rendt ole A ). aae 
A 


En = |. Хамар Ba the — E, faena э 
WHE 6220, 5 


mg. etg, D mg > «mf >a) s 4-9, 
& Un Ж Us EMEA KES ASHE Ale, 1) 中 ， 对 任 
. 49. 


fü £0, 911 1.3.13, 对 (g. REN ETE TEP T 
Sl D idle ХЕ, 270, Gi 


b» E M Ceu, 


H Eg. MACCL,. XH n, РЕНЕ 一 一 Š (Hide # # E EP. 


Ligian = IP1<2, 下面 的 问题 是 如何 将 (ran Fe BY X rh 
Fra. ЖОШ, 我们 正明 (ht. 是 一 致 可 积 的 。 
ЗЛЕ nl, Ж mem o 
а. | = Аала баа, 


Chn] >an) = Фф, 


$ і | = | 
sup( -— hel ED! dt ) sup (J M [А СЁ) | dt) 
{НЩ mon Bf, 


| Ihr) idt = | ТЕЛҮҮ? 
НЕГЫ 


(mu S lf t Som? 


-| | ihla- | IF. dt 
i fm! Pa Fel > ms) 


< on ) a(i- in) 


GHCL.195)5, 


04 
sup| >л. fin CE) CETE + +) -Å (1 _ sty) 


Š 
= 43 79 n——— co, 


Hy a, 2 коо, Mth. СР) ) 2, рН, 根据 定理 1.3.18， 
(h, D } 是 相对 wR, HEM Eberlein EMAL (hD a AFP 
{ 仍 记 iE {А GO baad Un Ж В.С) "50, 从 而 ， 

LÀ 50 * 


Ran 一 Вак > 0, Ro, 
т Mazur 定理 ，0 € co Gas hs ics BS Ж, TIR ЖЛЕ Se pa tn 
ТЕР (hp) A, ЗЕД З] С.) кс» 使 


k. 


B 
E dii, 
iu 
B lzi|—>0, Jt 
К] А 
z= ah hu, Vj. 
Pa 
Ld 
与 +1 wes! 
uy = afi fois Tp = Z algai ~ Barsa)» 
EM ihe 


pu 
{ш 0] = |x] 99 


《注意 ,此 时 UO. GO S 也 шавт), аи 


(o e eas 


ПЯ 事实 上 , 因 


| {-# ig, Ме, T 
OVE GO €, 有 
á 2 FEET ОИ 
2 €, > MESS p T b FO 51.1 fe IE. 


由 于 
nl 
Da = 5 CE: — Ваз)» 
anti | 
其 中 
baal 
2 -1, а:220, 
Е 9! 


WWE b) EL, 
“51. 


Eu | == 1 
П 1 | а 
óc, aM b,v, 
nal l m-1 1 


8851,1, 
a-l 
因此 ， 


6 
{Unt act = tens 


óc, xiv, «30, Vn, 
Жы EL NL e déslO00-1, jlt, EX 
Р.Е Un was 
Zett 


P(Ènge)-Èvw( > 


i= 209 +1 


nn je» vx LE, Є [E.J #519 
MJ 


|» (à. " y P 293 «(C Sag) | 


i=Zky+1 


2k 
» оа ei! I 
META > bigs; 
nal М=2кь+1 i 


< уде! |t. < 9677 Ig, | «so я. |, 
PRI Wel nel 


| LET 
Py, =: e( > alu- ga) ) = Ul (U) Da = Une 
i=kyt, 

WP Re. S wlan БВР, NOC се. Wc 
Кери аы И 且 存 在 Py: L,—— [oO 的 投影 有 IPs l «2, 

Wife EE HU JE ON GLO AS SEA TF а, 2» BAY Cos Y 
hry iv. QA {е, bins Co, 2, ep, F. óc, =< ' 4), 1536, Vi, {1 
还 注意 到 ， 存在 投影 Po: 工 :一 > Ue, 7, 使 | Pol 72, A {Un dan 的 
HH He <6, F T 

hu, T Vn 1770, 6ci 委 | L [«; 38, Vi, 

iic ur xà {Butea 的 子 列 [PT 使 相应 的 {и, iz (hn 满足 


a o2 «= 


(1-0) 
XT DHT 
ШЕ = 
11995 ЖУ X (5) 


М E 
anyag ex (t) 
(T Off Ee ERD) 
ы 
ys ЖИ xe 


тада NY IS Шү (€) 


TACNA USES) 


(-3) 
м BASS 
dNuYMX (©) 
(TH) 
159 ife 
aX NE X (z) 
(TTE THE) 


oo + > Kulp 
NIA (Te TRO (tram, | > Xd X @) Тода 
5 € noj б  Е® | AE 
EB 1o owns pesp | и уу ат» | he ley GD | MANA X (T) SEXET "I 
(VE TR) (E ТЕА) E EERO 1058) 4 | 
- : = 2-2 ARS gg 
i T ЕТЕ) dq (2) 3 XDA CX 8)'XOQA EX z qI 
WE Toyowmapey 1 (i EIB атан CW (D | STORK KIT ose ©] 
G'E THE) | ETRE) | (Ot ушр ш 1 830 
Е (Te TERE) | аф! uis E m phen etr 
ДИЕ зәцовшәрвұ | U ЕНЕ auch бзен W| To XAT y Тохар E < 了 
lee * CET ICE E] X leet file X Biz 


katama r 


һа 


。 53 < 


< C) HERSO. 


由 于 Po Lilo 7, 投影 ,4Pol <72, 3ER 0, 2 беа, BR 
知 ( 参 郧 附录 238 2.7), (и, hz eae HB Сч, Ch. A 
Ги 2.СХ, HERE. WEE, 

关于 工 ,的 进一步 性 质 的 讨论 见 下 一 章 ， 

作为 结束 水 节 , 我 们 将 工 ,的 子 空间 列 成 宕 ( 见 前 页 )。 

EX 1.8.3 Banach Z= n] X PAH K-Schur FERE, 如 果 
{Xn} CU (X), sep x, iamini la, ~ жаз ns m 2620, 


Wi adc AFR Gu. m (ejn, Banach 空间 X 称 为 具 强 
Schur Ж. WE X Нн K-Schur [ER XE AR Ko 0. 
一 个 重要 的 Open Je gi: X 十 上 | 的 可 补 子 空间 ， R mh Schur 
4 it, EX Cl CRA te (O-1))? 
BIELI Open WBE, $ X Æ 也 的 可 补 子 室 间 ， 是 否 
.或 者 Ха, 或 者 Ха, 
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第 二 章 ”向量 测 度 的 Radon- 
Nikodym 定理 


Ж B {Н ТЕ Banach 空间 的 的 测度 即 向 量 测度 由 此 。 
可 得 到 工 ; SERS SRN ЕЛЕ. {Н ЕМЕА я 一 个 
重要 和 有 趣 的 课题 。 我 们 的 讨论 侧重 于 工 AX DEREN 
HLR ШИ E EB h (Martingale) 方法 ， 至 于 涉及 到 几何 方面 
MILER, MEAS RS Fi (D-U-1) 08-р). 


$1 问 量 测度 与 Lebesgue- 
Bochner 空间 L, cu, X) 


本 章 除 了 讨论 人 [0,1], 4, т), L010, 11 Sh, X83] ACA SE 
A BEA [Bj (Q, 2H) Lp (2 进行 讨 v. X — ft X Banach 25 
Bg, SOAS FE FF HH BUD E 23 $E. 

JEM 2.1.1 HHP, TX 称 为 可 数 可 加 向 量 测度 ， 简 称 为 
ЧЕ ИНЕ, RSE CEL) Cl, ENE -h ith H 

FUE» = SF (ED, 
FPR RID Bk om, TA 35038 F 定义 为 
LE j (E) =sup( X IF(AO lst}, VEEE, 


Ж z Ë E #;— СТОМ, ШЕ AANA p, 


ijh m = {А,, ZO, PUE [F] (Q2) < + co, ШЙ: F HERTE 
A. F.£X—X BA u EE R E = 0, WN FE =0。 此 了 时 记 
A Feu 

-+ 56 . 


#1 AREA (AIENT o RH) Feu SEK 
AA ft o>0, FE O>0, RAY EC X, WE) < 时 ,有 
АСЕ 1<е, L] 
i2 ЖЕЙ Р, DX 是 有 限 可 加 的 ,如 果 对 任何 
(E, =, EJ CE, ENE = b, izj, 


FUE) =PF (Ep. 
i-l i=l 


容易 证 明 , 若 下 有 限 可 加 且 ee FEART Г] 
定义 2.1.2 MRAM f= Dexe WHAT CLT ap, 
WIRE yyy ECE, Ut X) CX, f: > Хаи CI nt 


强 可 测 ), 如 果 存 在 简单 函数 列 a UF. Со) — f (oy |—"% 0, 
moo, f, Q— X HA w НГЧ, MRE x* € X", x* CF (od) 25 
Xi ny йрй. f: Q—X* £N ше uaa, ШЖ I <€ X, 
Lx, f (eo) > ЖОН ae GR A ГУТ: 
x* (x) = G, x" ),x€ X, x* € X5, 

显然 ,& ИУ w 可 测 的 ,在 其 "中 , w uS E kt те” п] 
Bu. | 

下 面 是 著名 的 Pettis EJ, ЕЁ ШТ z Н Wu w FJ S 
вжо lB] ES RES Ж. 

定理 2.1.1 (Pettis) 西数 f ОХ BR u TW i BED 4 
fiw, BRAD 4 (i, HD EC >, fiu (E) =0, H 
4f(@);o COVE} SE X KAT 3. ` 

证 明 “一 >>” f E aps EA ЖОП 


nun 
IIT f.= > XIXE” f 


AB f, Соу» Ca), Vo € Ove, 对 某 个 E £ >, и (E) = 0, 从 而， 
{F w), o € XE) C[x/1,, = Y, 显然 ,了 是 可 分 的 。 
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ten” Ff How WM ABRAMS. MRAM ЖЕ, 
我 们 不 妨 设 X Meals, Brix. B: X PAAR, He Xh n). 
Xt norming $ {xt}. ВП 

[xi = Sup| x, (x,)|, Vx € X, 


C-A PC X* BOR norming Ж, WR [x! -suptlx* Gs 
х* EI}, E WEB] 4p i] AT norming Æ. 在 这 里 ;我 们 取 
xr ESCK*), f x? Gu = іх, 1, MY Cet} 即 汶 所 求 集 } 

由 于 [F Co) 1 sup [xz Со) |, k iif Co) | 是 数值 可 测 函数 , 同 
样 ,对 任何 mm, UG) хо ЕГА А Ж. 

HHE e>0, > Е, (e) = (os lf (ш) — х, <), WL E, (8) € X, 
定义 


| yf AUR o € E,GON U Enler, 
£071, AE. ы 


Rf) c C) «ce, HERA B, (к) = E. GON Y Ea W 
£2) = Xs , 

BI g. Co) ЖИН 可 测 南 数 ， 若 令 е2, ШЕ] УГА. 
B Bj Ж | | | 
g (о) = 2], s, (o 

| law foi, Yoen 
CHET (ama x0. WRH (g: (90) 12 — Boe 9t P f Co) - 
КЕЕ ATE a.e 收敛 到 / о), 

AGA nib Rule È u(B( 1) x. 4 


n 2" 
B, = 0) B.( 1), 
mh. +1 n 


„58 + 


pi 

e I 

: a (BR, 
AY of B, 时 ， 

In d 
Ix, Xo, (2) FON <> 
E 
in 
h, = 之 xn Xs. (15 


W h. — f, EXE, 5 
| B-limB, = ñ ÜB.. 
JU z (B) 20,31 o 6B nt H 
< Ù Be 


对 某 个 z。 对 任何 60,35 М, fk No n, BL<e, M og B, 
мя» N Bb; BB? n> N at, 
hy бов) 7 f (ea <4 Led «e, 


N 

HE h, (озо) f Соо), HE, 

MiP 2.1.2 Mf: 中 一 其 是 站 可 测 的 充 要 条 件 为 了 是 可 数 
值 可 浏 函 数列 的 几乎 处 处 一 致 极限 . 

推论 2.1.3 若 # 具 本 性 可 分 值 , 且 存 在 norming 集 [CX*， 
WUE x* ЄГ,х* fo МА ЕИ ИГИ РА Ж, M f RU z ну» ЖЕЕ 
Hh, 当 Banach 空间 ХЫ], 2: а РДН, CH DEDDU РЕ ш 
可 调 的 。 

定义 2.1.3 u WB f 称 为 Bochner 可 积 的 ， 如 APA 
HEER fn 使 


lim t, - fl = 


. 59 e 


BLT RET E€ >, 定义 
[созаи = паў faco du, 
其 中 对 简单 函数 
f (©) = Ўжо 
定义 
Í fodas Sen EO 


3; f. Coo Bochner 积分 。 
定理 2.1.4 а X f IE Bochner WAM, 4 EL 


{ Ifo) Mae eo. 


证 明 “一 >” dif 是 Bochner 可 积 的 ， 则 存在 简单 函数 列 
TEN 
tim | i-r idu =0, 
从 而 
| He are | trs fida [Min tage on. 


“< 一 ” 由 于 了 是 上 可 测 的 ,由 推论 2.1.2， 存在 可 数值 站 本 
ШЕЛ 


If. = D 5 
fü 
ifc) — fc» il, 


ae 成 立 。 故 
V.C) EI G0 ~ fo) 1 HE Gn ISL + if n 
а.е 成 立 , 故 
Í соу паа eco, 


. 60 = 


MRED п, bul 
j ° If Со) idu c 0 
E, 。 n 


5 m= Pati 
ё. = 5х, Хы. * 
NI є. ARAE Н. 
ИЕСИ -tia | ДА? 
+ 


ft 


HCD _ 20. 
п п И 


< BD 
АШ | 
limf, if- g ldu = 0, 
Вр ў Ж Bochner 可 积 的 。 证 毕 。 
id L, (z, X) = {f и Tw; 
1 
м, (f IF Pdu Y < e 


Э Lota, X) 是 Banach 25 [8],1<р< + eo, 
对 p= oo, L. (u, X) = {f SEAS quA H Taf li: Be 
il fee | = esssup If GO |< + соу, 


Jali, L. (u, X) bi Banach 空间 。 
定理 2.1.5 BPEL, Хә, ЩЩ 


ay лаи |<] treten, vEez. 
O) Fy CE) = [4d VEEE, A — 938 и 连续 的 向 量 
;测度 ,是 LE aD = [iro ida. 
® (1) ЖАНАА, ШЕЛ 
froda] Iro law veez. 
E | E 
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从 而 喘 象 ft 一 > |sf oda азе лена 8 ASL 的 线性 算 
T, fS BCE LU > X) PERA. BON RS NE 
FA Lalle X) ЕЛЕК <1 RPE, Mon f£ f e Lion X), ЯГ 
|f roda |<] [reo | du 
GE Ey Cale, X) = {f xa VIEL, (u, X). iH. 
(2) 显然 P, GRAM, B (D 
Fan ids VEES, 
EF, <u, Ani F, RD RS. H | 
IFD аа + е, 
从 而 也 容 易 看 到 fi MEI COREL и, X) ЖЕ, Baga 
Б Е, 77 ` 
Е, © = | Tias, 


ee, ` 
IF) c =| Hide, YFEL ond. 
tte, 
定理 2.1.6 ETEL, Y) fe Li (и, X), Ml 
H Tf € Ltu, ү? 
т([ raz) -| тусо) du, 
5553] b, 


(edunt = | stan. 


证 明 BOR Tf (o0 E p WT, LL HIE. 
Tf Co) | (TH Ef (9) !, 
HT ELU Y), #8 FRI ЖИЕ 


f —T(| fao ; f >| Tidus 


* {2 + 


. BS, ТИП ЛЕН ЖМ, Н fpi LAS, BPRS, 


Е: О 
т(|, аи) = |. тал, 
证 毕 . 


从 定理 2.1.5, 我 们 提出 这 样 一 个 问题 : sein aa 

连续 的 向 量 测度 F. BRACE f CLiG5 20, 48 ` 

РОВ) foda VEES, 
Hizi R: 的 Radon-Nikodym 定理 是 否 对 取 值 在 Banach 空间 X 
的 向 量 测度 都 成 立 呢 ? 回 答 是 否定 的 。 

XX 2.1.4 Banach asia] X FW EF (Q, 2, п) B.A Radon- 
Nikodym 性 质 ， 如 果 对 任何 X 值 有 界 变 郑 E RED EF, 
SAE FEL (Gu,X y, f ` 

F (E) jj f (ou, VEE, 


.此 时 称 / 为 F X T ü 的 Radon-Nikodym Se, it te 4 E 


‘Banach $ 空间 XX 称 为 具 Radon-Nikodym 性 质 的 空间 RNP D 
jal) WR X 关于 任何 有 限 ( 完 备 ) 测 度 空 间 具 RNP, 

Ж 可 以 证 明太 县 RNP 8 Hos X X 30,12, £m) A 
RNP (参见 参考 书 (D-U- -D CR 1), AUB ATL к 
ib X >: FCO 13, Z (miis. RNP. 

FARNAM Martingale 和 L, 上 算 子 表示 a PS 来 研究 
RNP, 


82 Banach К ООУ. 


HX. 我 们 讨论 条 件 期 闻 。 . 
EX 2.221, BQ, Di) 是 有 限 完备 测度 空间 ; ` ar red 
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BU o 代数,f CL (u, X), ЕСІ. (а, Xo $8 f OT SR 
SB, BH R g R 5, a), JA 
{ edu - | уаш, VECŽ,, 
ERU g= ЕСЕ). 
#1 wWRE-EG 2) 存在 ， 则 它 是 a.e 确定 的 。 EL, 
BO 4S f 2: +T 2, 的 条 件 期 望 ; 则 
GG» =| (g- edu - 0, YECEX, 


从 而 
0=|G|(E) = a= ita VEES, 
d £-22^5a.e. O 
+2 шжХ=- РХ Е ВМР, ДЕЧ 20 fed. FX 
上 ,由 于 
F(E) = | fdn, VEES, 


Жоо, У, по ЖАЗ n 连续 向 量 测 度 , 从 而 下 ARN + 
AL 显然 & 即 为 所 求 。 但 是 ， 仔 细 分 析 条 件 期 望 性 质 可 知 ， 对 任 : 
4q Banach ¥ jj] X, EC 120 RFA. Г] 

首先 我 们 对 实 值 条 件 期 望 的 一 些 性 质 进 行 讨 论 。 

定理 2.2.1 SECS): LICGO 一 Li 是 条 件 期 望 算 子 ， 则 : 

(D ECE) 是 范 数 为 1 的 线性 投影 。 花 值 域 是 L (Q, Si- 
MIERE 

(2) ECI EXON T, Min f>0,f EE), MH 

E (2p UP 
(3) 若 Z, ж, й о С, Ш 
ECE ye) РА; =EG|2Y),VPFEL (н) 
(A) E(c| o =с, су 
(5) Egg Z) = EF ED Vg eL (ey. Ж Х.п, Н. 


+ {64 • 


<. 


Weg SL (u); 
(6) | ri xoan- | aga xodu, vr gen. om 


(7) <р +оо, ІЕС) [171 VEL), 
证 明 (D Ж EOCENE., BT EQUES X up 
auis. HEE х) IZ) = E(f] E), Bn ЕС) ЕЕЗ, 


5 


F (E) = Í fan, VEES, G=Fls, 


GE) = [ко A,du, VECE, 


(GL UD SIFIGQO, VEEZ, 
“项 由 定理 2.1.5 40 


IEGIED = | EFIE» ldu = 1GI co cL FL o 


= È Hda = Mls. 

BEC ZL. S BORR f €LGO,f 5, OT, = 
EGS), AMIECIS Di =1。 这 就 证 明了 ЕСУ) 是 范 数 为 
的 投影 , 目 其 值 域 为 LQ, Soal). EHE, 

(2) 车 f AM MAM AS, BREF SDS, 由 于 简单 
REL Pe, НЩ EGC SORARRERTO RK _ 

ЕС |5) E 

Ji T. WES. | 

(8) RELU, TCD, MEM Fe x, 4 EEE, {К 


| gaze xot1zods =f EYED dn = | fan, 


Big 32.2.1 HE 1 A4H,ECEQ]IZO| 2.) = EQ] 2), ШЕН, 
(4) ga. 
G) RFEL (0). 首先 对 任 Be Z, АЄ5,, 
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| Гади = | fau -| Eq oda = | EGE pdu ` 
A | AnB ARE A 


故 
E( x51 Zo = xE lS), VBEN., 
СА 对 一 切 2, np BITS Ж & 有 
ЕФЕ Z) = ЕС Z), 
利用 简单 函数 在 Г.О, Zou | soru pa, BD Hi 
ЕЧ |) = ЕФ), VEEL (О, У, 1:0). 


证 毕 
(6) d f.geL,onD, 根据 (5) 及 Edi 2), Etg| У) X, A 
测 的 ,所 以 


вазо | punazo loa Е 
= {Еа xoEq! Уэйн, 
= | ЕЕС) pda 
=| shu | хоп. 
证 毕 。 | EM 
(7) 对 p= +оо 显然 成 立 。 对 <р + оо, EMR T F Isi 
更 一 般 的 Jensen маста Q2 = |t|’ BIG Of ЗЕН ЖО. uE 
引 理 2.2.2 Jensen FER) WE qi (a,b) RI, BEE 
EE f: Q (a,b), FEL ш), fii ge fet, D, E. 2, ЖХ То 
代数 , 则 | 
ФЕ SE EEqN SJ uae 
证 明 ”由 定理 2.2.102), (4), a« E(f| Z) <b, BUR A TESI 


ABR. Шы ARR E, жа В, ER!, 
п=1,2,+е, ff. 


LI 68 + 


a (D = sup(a,t+ Bo. Vt€ (a,b), 


FAM EF fI n, | | 
a,f(o) + 8„<а(}(ф)), Vo eQ, 
由 定理 2.2.10, 
a EGED + B, = Ela,f(o) + В„| XO ` 
| «E(q(f to) ED, g ae 
Met E € Z, u (Ey = 0, 使 得当 c & E B], 
a EGED + B,«E((QG LX) Vn, 
XP ng Eus. Bp | 
gqGOGIXDO&E(qtf)]XD. 
证 毕 。 
定理 2.2.8 4 X K Banach 空间 ,3 是 三 的 子 o RHR WP 
XHEfcLi,X),EXOUI ZO Е, ЗЕН, MESEL iG, 3), «m 
=< + ео, EGED EL, X), R. 
ЕФЕ, САН? 
FAL, ECEE Lu, X) 上 范 数 为 1 的 投影 ， HEUER IL, Cu, Xy. 
中 Z, W IA EE. . 
证 明 d) AE <р +оо T. 


[A RM MME f= едь, 有 


ч n . 
EGE) = E(Zxixs lZ.) = Bek 1х0, 


LEHED i= Е (Zexal z) 
= | [ZE txs! Ep [as 
«| Zle ЛЕЛИ 
=f |E (Zitxix nl) аш 
6) > 


Р 
du 


1 = Ifl, 
SAME. 3c BEBE E (+ | Z.) 是 定义 在 简单 函数 上 范 数 <1 的 线性 算 
Fs 由 于 简单 函数 在 Loti, ХЭ Р, [4 Е(+*|>,) "up HE — aH 
Lon 上 范 数 «Dl se aE if. BA Xp)J— WU f € DL. (6, X), 
ЕФ 2022 2, WMH, HEF Z) ae RF 2 的 条 件 期 望 。 
于 是 ECEG I EZ0| ZO =- ЕФЕ), ВЕС) Ен, D EER 
Al RR, RERA Lu, ХУТ У, пе. 

(2) M p= toH feL.o,X),8 f € L, G, X), BC, 
ЕФ EDE, B EG) 2) €L.Ga,X),VIx;p- + co, M 

LEG] 2) fa = lim ЕУ) от = Lf Joss 


证 毕 。 

PAPER AT ALS А. {Rk ER, 

定义 2.2.2 SU OBERE EMBER, (ac 是 之 
Bf o 代数 的 一 个 增加 定向 列 (net) СВ ааз, ЖЩ 

>, E43), (fa Dad act ch, (uy, X) 
称 为 适应 序列 ;如 果 f Ж DAT. obs BR 

Edal|2. 2f," Bea 8}, 
出 fas У.) е 为 一 个 (XX f) Bh CMartingale). AMER EL RIB 
MNF flick Fo) ce 为 一 个 款 ， 

注 1 WA fEL U, X), EP +оо, QV E > фо 
ARM e dE e E PM, UE CE XO, Euer 十 一 个 Mart- 
ingale, ix HE fy BPI pe Bk. MPO H f 生成 的 关于 С.) oer 的 
Pa. x E SR WJ ЖИ. 

EX 2.2.8 (D Ba tack TR, WR ARTE f €L.tu, 
X), LS p< +ео,{# 


limlf.~ fl, = 0, 
att 


* B8 « 


OBR (a X2 e L (a, X) WR f. (D WR Cf. Z.yasr а.е 
KAF f. ТЕ A СУ, n (A) = 0, f (о) 9f (0), Vo X A, 
TUO AL pe HE A SS LRT BUS. Leu, X0 qos BR Co p< 
+оо), 
3538 2.2.4 WE lx bres, (f У.) Æ L, (a, X) PRR, 
& 
>. = aU 25, 


LET U < 生成 的 o 代数 。 则 ТРАЕ СРЯ Ир): 


a fad wet L (ity AATA К fo ELl, X): 
(2) HE FEL Wu, ХУ, EG] Z. 2f, Va El, 
25 (D) 和 (2) 成 立时 ;对 使 (2) 成 立 的 所 有 fF, 一 定 有 EQ = f<, 
特别 地 ，fw 是 Z, 可 测 的 。 
HEB (1) = (2) pnm. 则 
E(.| 2) =o V a € I. 
事实 上 ,任意 取 定 t CI EC Z, HRS Ms 


E ad = | fadus Vara, (2.1) 
BF ESL, weg OES үн, 
limf f.du = f jadu. (2.2) 


结合 人 2.1)7 和 0.2) "f 
(fade =] ый, 
出 E HERE Efe] Ea) = fu 由 C HY FEX 性 ， 
ЕЧ |>) = fas Vacl, 

wE, | 

(2) => (1). # 3fEL,(u, X5, fi Efl ED = fay Va ef, 
Ap fa = ECf| Жы), WI AR FERES HE LEM 2.2.10), 

a B9 « 


Efe: 2a sf,Vacl. 
Lp(u, XY 


"КЕШЕ Раж f ER 2220, 35 


fem Факих 


使 

Ifo 一 fea! < 
B. 

(Е) CZ. 
ХА ао. 


显然 , 当 ара, ЕСЕ =}. 104 аа В, 
Е = fl, fu felo + ТА — fole 
= Efa fel Ba) lot Ifs- Р» 
Si fa filo. 


mr S fu JEE, 


注意 ; ЖЕЎЕ Ж n SCR RNAS ERRERA EAR 3 RB C 
b. BUFR fas En) aa BU. 

RAST WOE. ЙИШ, #k (fO ДЕ Lite, ХУ, 
WD а.е, ЖЕ Le, XO - RPA RRB AA GE. 
意 , Riesz BAREIS Ga) ка 是 Lan X> SUG UE 
子 列 (f) ale BOT). PRU XE VETERES EN Р— 个 
重要 不 等 式 : 极 大 不 等 式 .我 们 将 首先 引入 停 时 (Stopping time) 
概念 。 停 时 工具 的 使 用 ， 使 我 们 得 到 一 般 用 实 分 析 方 法 不 能 直接 
得 到 的 许多 好 结果。 这 也 是 近 十 几 年 来 概率 论 (包括 Banach fü 
药 役 率 论 ) 中 一 个 重要 研究 方法 。 

3422.4 SD) REST о 代数 的 增加 序列 ， 一 个 
Mer: Q— NU (+ oo} 称 为 关于 (DIA 的 一 个 停 时 ， 如 果 对 
Gp MEN, {ют (о) n € Z,. ШЖ r phi О 0, 
称 为 关于 (EE) 避 的 一 个 有 界 个 时 。 记 了 T* = ERTO Т, 

«70D - 


84 BE), T = (r BRE ODS WAR, 

xd 在 工 * 中 Bw S| A $ В: TAT er loa T, lw) 
а+е, O t n 

#2 жеми н, ЖА ты ОМИ +оо}, т, (о) 
=n B] z, 2 — 4g REPE REL КУЕ Seat. SERNA dE q 
LE p om ETN Sie TM TOMS Ж. о 

20 M225 设 rET, 定 义 —— | 
У,={ЕЄХ; ЕП(т=н) € Z, Уп}, | 
ЭТТУУ ДЕ I Go Z. KER . | 


А bod 


fe 之 d Xa =H) 


ВЕ Р.о) = fies (22, Vo € Q, 

ЖІ XAG9D DAT HT ORE, 

我 们 可 以 证 明 # DOCET MERE NE RE NEN 

332 2.2.8. f. 9-—X ж i RERO BI p URS HE TT 2 
{Ae B fB) € >, VBorel 48 BEX, ` 

证 明 =” НР Е н M Bi Ж. ДЕЛЕ Т ЖА ЖОЮ 
fin ond. —»f,a-e, жү дж} лыш, ERDE 

f,(w)—>flw), Y o ë D. 

ЕТУ ex, VBorel ж bx, 只 须 证 明 f-1(G) 
€2,V AFR GC X, 

ERX 中 开 集 GWT REN, EM © 


G,- fex, аш; XN J 


WW С, 是 开 集 , GCG B uy YE 
f-1(G) = ime Gy, 


由 于 对 每 个 mk, ena cz ЄЎ, ee, 
“< 一 ”不 失 一 般 和 性 , 设 X даян. RX rhuf des s 


* Fri" 


EMIT 


MR n, > 
p.(x) = x Hl <i<a, B. 
ix - | = min !x - xil; lx — x Ix 1, 
[skeen 


хр, 
Wyp, RER, E Ф„ Е В, = {хз |x а x Ix хь], Emir 
jx- xls |x xnl ime} ERA xs 由 于 [x Е X ЕЯ 
В, k В, 是 Borel Ж, 10 


Pa (®)) = уызын. 
是 之 EE IEEE a, BH TX m x, lime, (x) = x, fÉ. 


g. (f (@)}—> fiw), 
Auk fio) жи "pag. uS. 
Ф 2.2.6 f. У, wa. 
wH FCB) П(г= п) = (DES. TER, 
“PS aR ER] R3 — 2S HL. | 
命题 2.2.7 É (Z, BT fo 代数 增加 序列 ， 
(OD z: QN Uitto ERTE, AW, SAS 
(тєл) EEn Vn, 
(2) 车 (5) 是 关于 OLX RAY CARRER FAI, UR 
init, 和 SUPT. 也 是 停 时 ， 
(3) o, TET, ot, M ЖУ, Ani 
ECEG\|E)| Ed = ЕУ), VEEL X), 
证 明 (1) AF (т=п) = U (r= т), (Ten) = (Tm. 
(т=п-1). ЕФ, 
(2) B піти) = U Gan), SUPT A) = (ttn), 证 - 
4. 
(3) Big EES, E ne N, НТ ox, Mi 
„ 72 - 


Е Г (т=н) = (Е П (тт) Nin) 


= UEN =m) (ler =n} € Z, 
证 毕 。 
设 (f,, X02 是 适应 序列 ,B Ж X B Borel 子 集 ， 


min'zcN;f,(o)cB), Foe U (f. cB 
a roy =Í ы 


+оо, жы. 
则 易 见 т» ДЕТ С) 的 停 时 ， 这 个 停 时 的 意义 是 很 明显 的 ,- 
即 * 首 先进 入 В 的 时 间 ” 也 称 首 中 时 . 


著 关 于 停 时 有 很 好 的 性 质 , 即 下 面 的 税 机 样本 定理 ， 

定理 2.2.8 34,202, ЛЮ, отет, от, WJ 
(1) ОЕ Л ЖЕ ЕЖЕ EC. | Z2 = fos 

(2) [ffs ECIf lll Xo. 

WEBB (1) НЕ АЄХ,, 


[fede [IS хоо du= S f ға 
А gramla homing ЈА Пт) 


marr p` marc 
1 


= > f. Атаке di = x Fa. du: 
namiar A na) п= інт „4 (он) 


тахт 


-| foxes d= "SI | fs di 
A Ай\т=т) 


х= тіпт 


тахт 


= > fra, fadu=| ras. 


xx. b—minf 

(2) HOD, FER A € Ж, 

| Weldu=] (EG оаа <] Aras 

证 毕 。 

жі шуш, AG Sch BRM CZ) TET 也 是 
BÉ. A) RT PRA, ДОР Zor 也 是 装 ， 特 别 
Ж,# o ET Nq... Zn) ER. C] 

ik 2 Ж Х 是 Banach Ж, WF ly 列 (f. po Ж E fox 
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Eal E), Sas B в, 3k3y— + F Rsubmartingale), 这 个 定理 
d. EOS SIRE АЛЕ, Щ (ЇР, >) BEEP RR. {1 

下 面 我 们 证 则 重要 的 极 大 不 等 式 ， 

定理 2.2.9 GRABS) (1) Raw X05 是 适应 序列 ， 
AE AE A A> 


u¢sup if, Dale |. Ilda, 
(2) EU NO TR, WR ATO, 
u(sup lf IRA) 2 вир]. W. dau, 


(3) 着 (fy X0 2 E— EB НИЕ f € Luis X), 使 
E(|Xo-f. Wa, 
则 


utsupif А0 | laz. 


证 明 (1) ФЕ, = (sup If, 174), W E,CE a A 
limE, = (sup|f, |> A); 
故 lima (E, уш  rGuplf, 20, 熬 只 质证 对 任何 п, 有 


ug) sup | ТАТ (2.3) 
СА тет фе 


为 了 证 明 (2.3), ЖАВИ о, 

(e minik: 1 kan, | (о) >A 4 o C E, 时 
vo) =, HORE, Bt 
So 是 停 时 )， | i 
мв) ej. les] Vela ew], ТАСТА 
EE, | | 

(2) EG 0,4 ER, MEET сет, «máx, B EE 
2.2.80 8l, г. 2 uc 
+ fd ` 


f iras EG Ede 
a 02 
=| [fas du sup | faldis 

2 " G 


PRCO, BBB Br Se sht. ШЕР. 

(3) 39 f, = ЕХ), XE PEL GX), НАЕ 2.2.3: 
知 ， | | 

[usta = | EGI х,ои < ias, 

RUD (2); 即 得 所 要 结果 ,证 毕 ， 

定理 2.2.10 35 (f. 2,072, ER, 08 (0 25 L (u, X) кәк 
HBGOS ae 收敛， 

证 明 BHO L iG. Xue, 由 定理 2 2.4, FEF EL s 
X#E f E. X. se ESTIS, H 

f.-E(GIZ D, Vn, 
对 每 个 em0,4- 
Aste) = (sup ПР = f. 16. 


Wf. yz dba. e fro EC - 
lim atA C) x 0, Ve> 0, (2.4y 
对 任何 e>0% 取 070 RU Z, WR ААК, E 
ed 
2 
令 ko EERO IE g 是 X,, 可 测 的 , 当 Rk В, ЕСД Хо) =, 3: 
ny m= ky 时 ， 


lF- gl,c—— 


f. – ў, = ЕСЕ, )- E(f| Ew 
-E(d-gEX)o-Eqd-£282Zo,- 


K 
sup Ifa fal <esup | Ef -g| 2.) | . 
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出 极 闫 不等式 (定理 2.2.9), 47 
HEA (Ed) = uC sup lif, = fal 2) 


= | _ ^ | £ 
<a( sup!E(f-g|2, |> 3) 
<“ IF gid, 

ё 


(E Åra lO C AlE), ENA (2. AO SE, 证 上 毕 。 


$3 Lit) 到 六 的 有 界线 性 算 子 


我 们 仍然 堆 虚 右 限 完备 测度 空间 CQ, У, uy, RBBB L. ru) 
POSER cs AE LU (п). ПЯТИ SIE L (u) ERU 
AREER, Wem L (ay 到 任何 Banach 空间 X HARRER 
Fath LIL GD, X) ВА E BL (L (ш), X) =Le, X) WEP 
WO AGE RT Banach 空间 X WH, FARR X п. 
RNP 时 等 式 成 立 。 本 节 就 讨论 这 方面 的 问题 。 此 外 ， 我 们 发 现 ， 
有 界线 性 算 子 TiLiG0—X 与 向 量 测 度 G, 2—>X, RX fü 
Gas Daan 有 密 团 联系 ， 

定义 2.8.1 TEL (LD, X) BW SESS, WE T 在 
EL-i, X» fi 


Tf = { redu. VF € LG), 


318 2.3.1 Ж T EL(L (g), Хә, 
GCE) =Tixe), VE €>, 


则 
TCRO,GQ),X)«G A RN 9 45, нин 
| dG l 
Т = | | 
ELM 
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证 明 “ 一 这 ”车 TER), X), M gg € Lei, X), f. 
Tj - | fede, VfelL4G). 


特别 地 
| GG) «TG = | edu, VEES, 
故 
_ dG 
g= dy * 


<<=” СА RN SU, M dg € L (u, 20, 8 
T(xE) = GCE) =| edu, VEES, 
对 任何 简单 函数 
f= Bakes 
有 
T(P = (аха) = BaGEd 


= | (> aX z, Ye du = | jedn 


H 
ски - || š au| = Tcp ITI CE), VEES. 
tk 
{пава «IG cosi IB, VEES, 

从 而 

&€L«G,X), 
A 

lg '-«ITI. 
因此 ,对 简单 函数 

f = Zax op 


а 77 = 


1 
1 


| (Six, ү dul<ig ‘af Dare, Ë 
A X =l E] i-1 
+] Code TERY LUDI X ARRAS F To E 
内 (2.5),T 了 ,与 个 在 简单 两 数 上 一 致 , 放 Tu = T, Eh 
TG = Tf =| fede, Vf € L,GD, 
FLAT; = |Tel<igins Auk, IT i= ||. Wm, 

ЖОШ 2.3.2 20,2, a) 为 有 限 完 备 测 度 空 间 ， 则 XD 
(Q,Z,u)E RNP "5 Hp LOL (ay, X) = RIL), X), 

WEB] *«—" Iro SUE 3S и ESE REMO С. EX, HJ 
BW Сл | G| 也 是 产 连续 的 数值 测度 。 根 据 纯 量 测度 欧 
Hahn 分 解 定理 ,存在 STAMPED Sy fit Q = UE, 
IL 

(n- DaS G| (Ean BE), VECZ,ECE, Vn. 

MME п, ELE, Lok WF, Ж L.C 中 简 
TA pi Be 


f= Баха,» 
EX 
T.) = ÉaiGG. D AO, 
则 


IT.) = | SG. А) | 
EST IGICE,Dn Aol 


«XtalnacE, AQ 
«n fi» 
. 78 s 


Т. UREA Loe X PRA REA ST, 
由 于 TELL ш), X) SRL (и), ХУ, MEE 
gC€L.G,.X) 


f 
TD =f fade, VE eL, on. 
ali, WE E € >, Ш 
G(ENE,) = Тхе = f edm 
于 是 对 每 个 9; 得 到 8 E 工 -02 X), Mi 
GENE, = | edo, VEES, 
Eg: Q—X,8(00)7 2,60), 2⁄4 o C E, Ed, НРС тра 
AUS , #6 
GG» -limG( En( Ü F,)) = 1im | . Edu, 


Fn D En y 
HT G BARB, HK 
frg lelldw< 1G] cn, 
PAH ‚ЫЕ ЛАТ ee ЕШ, laijeLgGo, WA Lebesgue ў ПВ. 
定理 ,得 到 
G(B)= lim | Ch eg dh | edu, vEez. 


ас — y 
Nu =. iti. 
“一 >” 设 T€L(L (u), X), > G(E) =T (xs), VE e >, Hi 
T RGOD [T eth), САЛЕ и 连续 的 向 量 测 度 。 由 
BRIE 存在 , 报 据 引 理 2.3.1 TERU, X). ЕН, 
定理 2.3.3 X Н RNP H4 LL (u), X) = ROLAGO, 
а 70 + 


OX), V ARR Se th СО, ES). 

证 明 ”由 定理 2.3.2 И , PRAT Р 
任 取 有 限 完 备 测 度 空 间 〈4, Z, u) BAAS н 连续 向 量 测 

REG, E—X, WJ DL G MSS | G| 也 是 u 连续 的 数值 测 


Ж, AHL REO Radon-Nikodym 定理 ，“dx， 存 在， 下 面 证 


Bi gt Fete, WSS = заб. H 存在， 这 表明 


d|G| | d|G|^ m 
. X B RNP. 
BE, IGHIS GHE VEES, 
4 
TQ = т(2. ахь, Е 2aG(G), 
.其 中 
f= Dane, 
为 简单 函数 ,出 


<Zlal IGE) =|2; axe, | 


|r (Хах) каб * 
KT WMA LAGDE ХЕВИ ОЕТ. 
agep fE. ER, 
WM EAS X ERNP 4 HRE XXT (0,1), 7, 
TOL, ,X)=R(L,, X), [T] 
Pi, RNS TELL), X) X AB ЖЕ, 
定义 2.3.3 X (BTE CE, Б) =, 称 为 一 致 有 界 的 ,如 果 


SUp {айе + оо, 


.. 80 * 


X {ABE (f. У), 称 为 Pettis-Cauchy 的 ， 各 果 对 任 e>0, 
AN, ES n,m >> N 时 ,有 fam Fal, <e, Hp 


tile. = вар f ix* con [des еа, е e X°) 
称 为 Pettis 范 数 。 r 


Y 

定义 2.3.4 TEL, Y) 称 为 因子 ` | 

4 WR EH Banach 2 812, WR E N A 
z 


SEL(X,2Z),REL(Z,Y), ET = RS, WH 

УЛЕЙ КӨ AR 
现在 , d Il RE yz 28 FE K ST SRA Ж. 
TELL GOD, Xy, 8 Q FEA л = (Ey, EL} > 


£L) = pp hed vL. 


11 ВСЕ) 
i Е) = 0 TOi) 2.90. 
(t щи) = 0 tf, 约定 EE = >= 0) 


SH л Se ЭНЕ, RU ICE сбл), 是 一 个 
ap BOB o GO) XGR B x IER o 代数。 Н. 
sup Гета [Tle 


TI « lim | о) fda, Vf € L.GD. 
反之 ,任何 一 个 X ERRER G DI > 
T = lim| Соу, Содди, VEEL, 
f X.-o(UEO WB, WEBB S TELLO, Eas н), 


X). : 
TR. Rina ee, HEA ET Se EZ аА, 
MIE, 

注 ”我们 还 有 如 下 的 集合 也 含 关系 ， 

К.п), X) CWKOL (o, OCR), XyC DPG( Ce)» 
X)CL(L (a), X). П 
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т: шәх! ABRVERC Ea) | HH T 分 B. 


BE LAF) KR RR 前 说 明 》 
DP a= lin Cauchy (定理 2. 3.22) 

т xn Lata, Er SEU EE2.3.5) 通过 ,通过 RNP 安 | [Al CzE EE 2.3. 10) 
小 - а 


t ETE . SEE [| Be ЖБ E] OE S2. 3. 15) 


ЖЕТ (п, XY GRREZ: 3. 17) 通过 co 子 空间 (定理 2.3,40) 


下 面 过 一 进行 讨论 ， | 
引 理 2.3.4 Ел (Е, EJ О, 2 


E f) = BI a 


Aj VfcL, (a, X) 

(ah =o), m | 

(1) Ej LG X) —* LG, X f IE Hp CHE AD) 线性 

ят; 
(2) Ey: Lalu, X)—>L.(u, X) BARRA Ss 
(3) lim{E.(f) —fil:= 0, VÍ C Léa, X); 


(4) lim | E.(f) -f lo = 0, УРЕ Lalu, X), Н. f BAR 


S. 
证 明 (1) 
f, fdu 
IE AD |2 igy Хе: 
«xb fide = | лав = fhe 
证 毕 。 


e» IRD- mes] Je fat |<. un. 
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(3) ЖАИ Fo Dixy пло (Ay Ad Bh 显 
RA IEC -f1,20, 由 主 简 首 函数 在 LG X) PR, MOM 
AX. TER, | | 

(4) GEASS, EL АШ ЖОЕ Leto, X) 中 其 相 
ЖЕНИ ЕКЕ ОРИ, ШЕ, 0 | 

定理 2.3.5 8 X E: Banach 空间 , 则 TFAE, 

(1) TER), X) 

(2) T gH CE, oC) L mem 

证 明 (D= (2) AP TER(L (uy, Xy, REE 

g€ L.iu, X). 
TF= fedu, уел), 
从 而 
ит] ғ. du = Тв) = NT VEES. 
任意 取 定 ло, n ma 时 ， 
| [dus | tudu, VEE л. 
GE. aD BAT EC ль, FE Ay cc. AE, fh E= 
ОА). mit, f tudu =| edu VE ль, ECL (zo) = Seu 


由 zo 的 任意 性 ,得 Eglo G0) = £a Ул. BT 
X-oQUaDD, 


BUSES," 
Ease 
dtm EC c(m iy, X AE mv fil | 
а-а... 
. j3 • 


ala, RF, 
liaz e hE lér &. t "Ra 0, 
= [Egg -gloa a+ lgs- gh 
<2le-g.li<e, 
xE IÉ, Bro 0, 证 毕 。 
(2) ==> (1) i [E g lt, ДИАГ MEI л) 使 
lén £ ,—0. HUP CE, COR) УЬ, W Hi KA Sok 


(E38 2.2.10) 5], £8, E supi. «ITI, & 14.170, 


特别 地 , g€ Leal, X). 
SPR, AE AL HUE ГЄ), 有 


ту = lim| fedus | rada. 


4 
Tof «| rada, Vfe шә, 


WT ELL GNX p AT, TER BA P LMS TT, EH 
T RO RRBT IE, 

OMT CLL, Хә, 3 fl s 2g x RL, Da g THA EIE 
E, 2th L. = 08-10279, R271, R=1,---5 2" 生成 的 [0,1] 的 子 集 
Ho 代数 , 令 


2% 
£ = ча | TX. ‚_ 
£,Ct) = > Hy ) Mle ge 


A54 whee ТЄР, ХХ), SARE TRH RE У.) 
Lim, X) 92 SARE T MAR (6 Doaa Æ are sti 
《因为 这 时 (二 Ba EHE". D 

定理 2.3.6 i X JE: Banach 空间 , 则 TFAE 

(1) X B. RNP; 

(2) fg X MARRS, 275 EL Ce, XU 

(3) > X (8 —SUB FIER CIL, 2,0 FE ace WE 
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We Hon EY LAN 


ШЕН (225 (0 等 价 从 定理 2.2.10 得 到 。 

(1)=>(2) 由 于 每 个 天 8 — 3 PL BR a Z. 对 应 一 个 
有 界线 性 算 子 ,由 定理 2.3.3 及 定理 2.3.5 В. ЕЊЕ, 

(2)— (0) AXABRRNP, WHEA mscr WEE 
(О, 2, н) TEL(L (uy, XNR (н), X), BEM 2.3.5 АТ 
THRE ISI — SUE Е СА o C00. ЖА L (Ca, ХУ, 则 存在 e> 0, 
对 每 个 分 割 ws 存在 Tis Ta Ju, 使 [,, 一 到 > 2e, ji] 

lia idh 5 ЛА — Eri 
中 之 一 大 于 e Alt, RINISE A ж, 存在 ле, 7 
全 = 一 Ex h> e, 
这 样 就 可 归纳 构造 增加 的 分 割 序列 (x 名 ， 使 (£, OCIA 
JR L (u, X nig SAY, IB (š... Ot) dE X d SUB BIB. 

Ж T—5SHmXAXO.X0o2 X Ee T X HASTE 
Al, ux RE BE 3 a X R RNP s Bx x X wy dp 
+2 js RNP, П 

其 其 RN 不仅 使 一 致 有 界 蒜 是 L (z, OWA, TAT 
使 更 广 一 类 岗 世 是 收敛 的 。 我 们 引入 如 下 定义 。 在 第 一 章 中 ， 我 
们 已 经 对 工 ; 中 于 集 给 出 过 类 似 的 定义 ( 见 定义 1.3.3 及 定义 
1.3.4), 

定义 2.8.8 ACL (a, X) 称 为 等 度 连 续 ， 如 果 对 任意 e>0,. 
存在 0220, 8492 ECS, uF) <6, Bj 


supi Í Midas re A}<e. 
EX 2.8.6 ACL, 1) 称 为 一 至 可 积 的 ,如 果 
Jim sup{{ su Wildes fEA}=0, 


Hif 1.3.15, EHE 1.3.16 KEM 1.3.17 完全 类 似 可 得 下 
面 定理 ， 
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定理 2.3.7 P (0,0,0) 是 有 限 (完备 MORES, X s: 
‘Banach 24 [8], 则 

(D ДСОТ A ЕҢ X se Н, ERY A BERAR 
JSPR YEAR A R: — S B EY, 

CD L (u, Xo SRA —# ДИП, SARA RRR 
ааган 

注 XT Lan X) Permie X WD Ж ОЙ SH 
(D-U-1, p.101), f£ £i iX E LGe X) FREZA w Xd 
特征 ，[ 

TE 2.3.8 БХ K. Banach 258), Ш ТЕАЕ, 

(1) 其 是 RNP 空间 ; 

(2) 每 个 下 BOY AA has 20 7 FE Lia, X). üg Suns 

(3) Д1 X (LBA BUR Fs Darr ДЕ ace Ш» 

(4) BPD, X) GARRY, 2) 2 Bae a, 

证 明 (D)—9(2) Ё, Z.) А X (REIS, 


GE) =lim| fdu, VEE UX.. 


ш Ж HAL, EXE G 存在 ,再 由 G2 是 一 致 可 积 的 知 , 对 每 个 
E€ oS) = ы, 


GUE) = limf fude 


ЖЛЕ, ЕН С) 的 一 致 可 积 性 知 ,G EA FRESE u 连续 的 向 量 
ie. AX B RNP, K 
dG 


du =f€ L,(u, X) 


f, 
GG» = | fdu, VEES., 
BOT n. A ECD, 
« 86 = 


[an = lim [ idu = GCE) = Í feu, 


ж, ЕХО =F, jk, HAEXEXE2.2.4, (ES ae, 


(2)= (3) 出 定理 2.2.10 Blan, urb 

(Зза (4) (f, De 1.00, X) 有 界 的 款 。 为 了 证 明 
(а.е, RATER NE e>0, EXE ECS, u( E) <е, 使 
Goa dE ONE Ea. e rak BRI. 

固定 6270, 由 了 于 sup[f.|, < +eo, 应 用 极 大 不 等 式 ， 存 在 AI 
0, ffi ` 


u(supif.[>A) ЕЛАК 


我 们 将 证 明 在 集 A = (о; supIf. Co) 1A bf, a.e HRA 
B, RASA HAE, WTR P, АЛА E 5 
СР.) dà — 9I. 
minin; ifn SAh Foe ОА 
Oy + ace А. 


由 定理 2.2.8 Anu sv nar) к FE FR, 并 且 它 还 是 一 致 可 
AW. BRE, o € À R, 
sup|f. Co? ISA, 


4 oC A у, то) «roo, 
suphfar Co) | = Lim лесе) = Helo) Ly 
应 用 Fatou 引 理 有 
| sup] fis Co? fdu -| 。 a limlf. Ce) 14и . 


(т 


令 rw) ={ 


= Jim | thas ela) [дн 
< sup| th(o) dp +o, 
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Í sup fens) аи =f sup feac(o) lda 
q a tel п : 


UE 

+f : SUP faato) 18и 
SA wr = +оо) 

+ sup | Поа + оо, 


SUP! frarl@) Є Ly Cis X», 


EE, Pane) uz 芷 一 致 可 积 的 对 ,由 假设 ,Fr а. e dx. 
FA, RABE Cen ace 收敛 于 f， 由 Fatou S[ E, 


[reta -f lim “f,(o) dg 
ao 2 я 


x;supl ifco [dg < +оо, 
a 


HU fob lu, X). 证 毕 。 

(45> (1) 由 (4) 得 到 一 致 有 界 扫 OD. а.е Sk, 
从 而 内 定理 2.3.6 41, X B RNP, 证 毕 ， | 

利用 上 面 结 时 ,我们 也 很 容易 得 到 RNP 的 另 一 个 等 价 条 件 。 

538 2.9.9 若 1<h< +оо, hi] TRAE, 

(1) X A RNP, 

(2) X qi Li(u, X) 4r AHR Go 2) dt Lote, XO, 

证 明 (1)—9 (2) Cas Da) EX (Ë Lu, X) ARR, 
BREE L (u, X) 有 办 的， 为 了 证 明 它 是 一 致 可 积 的 ， 根 据 定 理 
2.3.7 内 须 证 明 它 是 等 度 绝 对 连续 的 即 可 ,由 Hodel 不 等 式 ， 


ИСТА ue dasix la Mudo 


其 中 


“+ 88 。 


| | X 
sup Ij. idu c tsup Ifato) «Gi EY 一 >0， 


4 CE) —>0, Bib CO n. 是 等 度 连 续 , 从 而 是 一 致 可 积 的 ,由 于 
X BE RNP, Goia. e KAMA LG OKAT fe Са, X), H 
定理 2.2.4, E | ) = 六 Уп, ATER os L, ,C a X) RAT 
4, RIWI Сн, X) EDA, 

因为 | 


f.(0)—— f), 
Ж 


Сю)! — > If Co) р, 
H Falou 引 理 ， 


Jian tim) us Раа sue | tf Pda < + ө, 
т п a i 


#felL,nu,X), 因此 , {=>}. urs. 

(2)—2(0) HT-RAARE L, 有 界 的 ,因此 由 假设 ， 每 
DRAR UE Lila, Xe, BH L (u, XR, BEM 2.3.6 
NL X B. RNP, ЕФ, 

下 面 我 们 讨论 可 表示 算 子 因子 分 解 道 过 RNP zm, Ж 
作 一 些 准备 工作 ， 首 先 我 们 注意 旬 五 是 RNP Si, Fie 
一 般 的 铺 论 可 得 到 。 其 证 法 也 是 很 典型 的 。 

定义 2.3.7 Banach 2/8] X RÆ ix. 称 为 有 界 完备 的 ， 
AAA ERA Cao 若 


з 
sup| > ax, | < + co, 


ike] 
WI, Be, 


显然 ,i BU EB AR (eu dd ESAE CE pu +оо), 
定理 2.3.8 + Banach FH X RARER (xo ze MJ X 
JA RNP, 
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证 明 Ж, RT ВАЙ E x). E X ee HE 
{参见 附录 2), 由 定理 2.1.6 B 3, RNP 空间 在 等 价 范 数 下 仍 为 
RNP =, ЖА, E ХОК 5С AE, AHY 
[i A oR 0 5А. 

RA IB sc Ж ЕЙ НЕ SH (O,2,0) RHA BE и ERM. 
E G. Z— X, 

ME n, «iG, E—R ША WESS и EMSA. 
由 数值 Radon-Nikydom XE BRA ТЕТЕ g, € L Ce), Bii 


к:00Е)=| ede, VEES. 


FAM AAS AEE De. Co) are ie. 
WHE E € >, 
f (210)2,) и | = |Z GED |16501, 
ПИТ! Aul 
BR RERE 2.1.5 知 ， 
{| есе аа С1со), 
: DIT 
H Fatou $] EE, 
|, sup | Benoa dn <lim{ | Beco [аа (a, 
W 


SUP| 28:0) х.) EL (u), 


Et, 
sup [zeloz] «+оо, de, 
BUT AC ICE SE HY , M 


"n 
lim zig,/o)x47 glo), are. 
^ ael 


Bj. (оу н REI, DL H F ASIE URL VC 
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FICORE sup] 2 & Cox +а'е, 
ЈИ, во) Ен, X), HL 
ie eco] «gto are, Уп, 
Fi Lebesgue E hic QUE ШП, AME E X, 
GG» = lim 2'x; (GCE) x = lim| (сое) ди 


= Kia 


ш @= 42, Ang X B RNP. EE, 


注 fE FE ЖЯ A Я E (x5. 的 Banach 空间 X 5: 
BEAR RECTO 4e DA ЗЕЛ ® B| ЕВ 7. X—[xi1*, 


Jx( Жах: ) = аа; x), VxcX, 


Lad 
Dax € [X5 lazis 
nel 


TA EN] J E-A). Ж, X E RNP WIETH 
m 2.3.12, X* 可 分 则 X* E. RNP #3. O 

it 2.8.9 L IL RNP, 

Ë BEGE2.3.6 {ЮЖ TLIO E RNP, tear, П 

定理 2.8.10 TELL), X), MJ TRAE, 

(1) T€ ROGO, X); 

(2) T Bu A ША, 空间 ; 

(3) T 因子 分 解 通过 RNP 空间 。 
Mii X A RNP, SAS? Te L(L (a), X) AFA Bat 
d. 

EH (1) => (2) # ТЕВЕ, (в), Х), Т Jg E Leu, X) 
使 

Tf - | fede, Vf € Liao, 


. OF a 


Н. {Т = lgl-. 

对 每 个 o> 0, HA 2.1.2 知 ， 存 在 可 数值 可 测 PS 38 ONU. 
@ ns fii “@—}„\= «E2771, Vn, 

& £ -fs g. = fa f i 8222, Wl 


lg- 2s. «E277 i ‚ Ун, 
对 每 个 п} 
= 2 


TE CE y TEA Le I] ДЕ, ИА] 1 Е, 
|x, |= g- f, 18 Раа 12781 06277 827, 
BA fEL GUD, E 


TI -Y fedu -È x. гап )х.. 
= Sus | m [С 
SÈS inaf, кы. da) 2 
Ay Se Lt) LN XN), 
SPUR) ~ xai, fdu, VÍ € LiQD, 
mr 
WT- Hi fe L, Ci}, 
istic S Sixes! n LES Sie, 4, лаг 
nel] х= En 
= эх!) EET |f idu 
+1 ET u 2 e=] DE 
> de- gin t lgie j fld Sez | fldu 
71. ГЕЗ 


M HIT) Jib ELSOT Dfl 
B iSi<ITi +e, 
AL: CNX N)— Kx, 


LG2,,0) = Ў Ўа, „80 


n=] k-1 [ EIN 


. GF a 


3 . . 
Laan) ASB BM eral = Cua is 
BILIS, 8h LS= T. 证 毕 。 

(2)==> (3) 由 推论 2.3,9 у, uE SS, 

(200) X T-LS, HSE L(L,(a),Zyy L€ L(Z, Y), 
HZRHRRNP, WH EBE 2.3.2 44 SC R(L (uy, Z), Bp 
dgeL.G,2), 


使 
Sf = | fede, Vt eL.an. 
MERE 2.1.6 Hi | 
TI - LSf - L| ras = | Радди, VEEL) 


ABR Lge Lalu, Х), T €C RL, (x), X), TH, 

下 面 我 们 证 明 w 紧 算 子 是 可 表示 算 子 。 

ER 2.3.11 WK(L GO, ХС ROL GO, X), 

证 明 这 个 定理 的 证 明基 于 w 紧 算 子 因 子 分 解 通 过 自 5 = 
AGEM 2.3.16), ЧБ 2518128 RNP 空间 (定理 2.3.14) 以 及 定理 
2.3.10. ЕФ. 

Xo 这 不 定理 原来 由 Dunford-Pettis-Phillips iE 8j, Be 
ҖЇПЛ ЙДЕ ЕД Ж, ОЙ ЖОЕ ТЯ Ж ИРЕ ЖОЕ Ж Ж РИ. DJ 

次 了 证 明 自 反 空间 是 RNP 空间 , 我 们 先 证 明 

定理 2.3.12 Ж X JE Banach 空间 ,使 X* 是 可 分 的 , 则 X* 
E RNP. | 

我 们 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 2.3.13 Wf Da Хх" 8 SURFER, DU 

OD FEA Late, XORBR CBD flek w Fl We Р. 
Q-—» X*, AMIE x€ X, FE М.Є, i (N. =0, H 

Jim <x; fico)? = <x, f(a), Vo Му, 
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(2) |f.(@)-flm)|—>0, ave 9 FABRE IB f PI 
Ma) 此 时 ， 


limf,(w)=f(w), aec, 


HIH (1) Hi Banach-Alaoglu 4538. (SESE zz ju] At {у XR U 
(X*) X T w HIEREN. SEE o € Q, SHOE CO) WY 
=ош iB. | 

WARD x€ X, (ә, f. Co», E075 ЖЕЎИШ — sk ERE 《由 十 
RE RNP Sia], Hi Radon-Nikydom WM m v) ik [H ZE JH 
2.3.6, (Cae f, CoD») an ae ife (о, ` 

由 于 (Gs f OD MS LA Ge fo WRR, ВТ go) = 
Gf Co)», ae, IN gCood& uy im dg, d <x, Соу didi np i. H 
xe RES, Flo AE wt B alm, НЕ N.C X, u€N.) = 0, fii 
M" Oo X N. BJ, 

Tim <x, f.(0)) = 609) = G, fl@)?, 
Н. 
If Co) ls<suplf ls + оо, 

(2)*——9" FF ifla) Со) 1 一 >0,a"e， 由 于 所 ЖЕН 
分 值 ,对 每 个 %, 故 f 也 具 本 性 可 分 信 ， 让 显然 了 满足 1) 的 绪论. 

“<=” 敬 f 是 满足 (1) 具 本 性 可 分 值 的 w^ НРА E. dX 
显然 是 X* 的 norming 集 , 根 据 推论 2.1.3 知 ,F Aw REIR, IL 
E Jamo) So) 可 测 的 ， 

2 Z 8. ХТ, ЛОСЯ, 4 (x), N Л 
norming Ж, | 
由 于 

limtx, f, C)? = Cx fa) Vo X N. 
Mos 
. Qd s 


e€QNUN, 005077 
时 ， | I шщ | 
Јо] = sup] Ga, fCo2»] <sup lim| 《xu fato)? | 
<sup if (o) |<suplf,lae< + ео, m 
М | 
HUN) =0, 
&fcLiu Xy RBH. PED Cu, X) 
要 证 falo- f(0)!— 0, ase, ШЕ 38 2.2.10, АЕ 


f, Ig, Bi sm 2.2.4, 只 须 证 E Cf | EO = fo Vn. 
HR Ec Soo x€ X, 


4а, | saa = cx, fodu = tim а tau 


=È cx, Раи -af аа > 
H x 的 任意 性 知 ， Uo 
| faa -È fda, 


ИЕ УУ =f Vn, ЗЕ. | 

定理 2.3.12 的 证 明 {ЕНИ Х* (A-BAT RPE (F. о, Bi 
引 理 2.3.13, eR X* 可 分 , 即 知 feco) f(0]—90, a,e, 
由 定理 2.3.6 531, X* А RNP, WE, 

定理 2.3.14 上 自 反 空间 十 RNP 空间 ， 

证 明 ”出 空间 2.3.6 注 知 , 具 须 证 自 反 空间 六 的 可 分 子 空间 
2 H RNP Bin. Hi Z ЧУМА up4r C НБН), Wk EH 
定理 2.3.12 知 ,Z** Я RNP, h Z= Z** 4 Z R RNP, 证 毕 。 

下 面 蚌 著名 的 w RAP APACE, 

定理 2.8.15 (Davis-Figiel-Johnson-Pelcgynskiy E X 
是 Banach 2:19), U(X) = (xe X, [1108 X ШИ {у 4 A 


« OF ^ 


Jà X W— PAR, AEP ER RK п, > 

U,-2^A -2^UCX), 
fel, Hap 17, HY Mikowski iz, BB |x}. =inf{@>0,;2€ aU, 
对 每 个 x€ X,4 


» } 
Hal = (512). 
Ү={хЄХ, MH xli < +оо), 
& 
C={x CY, Ix ll <1}, 
Bp Y ETN WAAR. ВЕТ. УХ PARRA RR, BB: 
Ty=y, Vy€Y, 
则 
(1) ACC; 
(2) (Y, Wl Шә Banach 空间 ,TEL(Y, X»; 
(3) T'*,Y'* —-X** 43: 1-1Bj, EY -CT* 57! CX). 
(4) CE, Well SEI <> A 是 相对 w Xl. 
HEB] (D 3? x€ A.U 151,2", Mt 


= i оз + 
et (с) (2) <, 
їй хє G, Ш ACC, EB, 
(2) + X.=- (X, A AAR KL ES Dl OP 


Hj X Wee, A, X, ДЕ Banach 空间 ， 


А 


Z= (Sex.) - (5 is ЄХ, 


1 
сха т 
PERTEN (Sx, 
oot (Sisi) <+} 
WE UL Z X: Banach s ul, 
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A y ¥—>Z,, Uy) = (Ту, Ty.) VEY, ERAT, Y—X 
ЖАЛ, В Ту-у, VEY, 
容易 看 到 ú Ë Y FZ раа, H 
PCY) ={a#=(2,) E Zrz=,=z, Vn), 
EU Y 线性 等 距 于 Z 中 由 对 角 线 元 素 组 成 的 Z 的 闭 线性 子 空间 , 故 
Y & Banach 2581, Н уЄҮ, 
[Ту] = 1У1=<К УК I y til; 
WED RM K GR f+) lei, 等 价 ), 故 TE LOL X), MER, 
(3) йй zr-(3ox:). 2*-(Sox:), 
4 p YZ, 00у) = (Ту, Ty, 70, VYEYI DRED.. 
容易 证 明 ， | 
ptt e (ТӨ Tyne), Vytt e Yn 
HT y RREA, 故 ф** 也 是 线性 等 距 ， 因 此 ，T** AE 1-1 的 
GE T**y** = 0,9 фу" =0, 从 而 y** = 0). 
BHTT'UY-TYCX,KYCO**5- X). Rig 
y** € (T**y (X, 
则 T**y**€ X, 另 一 方面 v'* у?) = (Ty, EZ, 因此。 
(ту) < +e, 
故 T**y** = Ту, WR WEY, АЕН T** 4& 1-1 的 知 。y** = 
y € Y, E] (T**5- (X) CY, RUE T Y = (7*5 (D, EIB, 
(4) Ж Је Х—>Х** УКА, BERNA 
ТО S THUY), 
其中 等 式 左边 表示 JxTC 在 X** p w* Bl, К Y"* 
的 单位 球 在 T^* FIA. HS FE, Hi Banach-Alaoglu 定 理 ， 
(U(Y**5,o0(Y**, Y 0) RI, Нн Goldstine Б PEXE EDI ,. 
Fy "UT" UY**), 
其 中 Jy, Y—Y** ERARA MH. T оү", Y*) 到 
. D? « 


o(X**,X*) pe Bent, 
J,TCU UU THUY), 
我 们 简 记 作 | 
TC =TerU(yes) ` 
“<= ФА а Хр wo RE, WATOE (Х,00Х, 
Хе) PERCH h c (X, X) X HAT X* 的 也 拓扑 ) 。 
K,=2" А0 кэ CX), 
其 K, A (OX* * 0 (X* *, X OPPRSE,IRTCCTAC K,, ў 
TC" MOM K. Va, 
Bub. . | 
T* UY) cn KC n Cea7U oem) -X, 
pi 
Y'*c (OT*5700 8405, 
AM Jy YO = Yt Y ZAR, 
fo” jJ Y PARA UC оу, Y» su) MIC 
CE a TO) Жо‹(Х,Х*› Ж, HpOOD, ACC, ЖА BAN 
€ (X, X* Rit, BU A ДАЯН ЖП], ШЕЕ, 
52.8.15 d X. ZEBanach 空间 ,SE КС, X), WSH 
子 分 解 通 过 自 反 空间 。 
x 证 明 若 SEWK (2,Х), 80 (2) 
本 相对 Oo CX, XOR, SA=SU (CZ), 
ZEN УЛ 定理 2.3.14(4), 相 应 的 空间 了 是 自 反 的 ， 
Y HEES, T'*-T E 1-1 的 ， 
CH: XH, YT HERTE 2.3.14 5), Am S= T(T-1S), 
CID BS 因子 分 解 通 过 自 友 空间 。 证 毕 。 
is 这 个 定理 是 Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski 得 到 


s 


z 
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WORLD-F-J-P-D, LEAR bo X 8 tE T BE 的 方法 ,并 且 还 有 
许多 有 趣 结论 ,我 们 选择 其 中 之 一 {推论 2.3.163》, RAT RAST 
谈论 文 。 口 

定义 2.8.8 Banach 空间 X RAB RA mA (WCG, ШТ 
RFT X yw Ж ЛЕК, f spanK =X, 2 

Ж BR, АТН МСС 空间 ， 自 反 空 间 也 是 WCG 空 
A, Г] 

Hit 2.3.16 2: K E Banach = X dj w RPM, WEE 
自 反 空间 R 和 一 个 1-1 REM TC LOR, X), f KCT(OD, А. 
її X МСС, 4 AMUSE Rah RR 1-1 RET CLR, 
X)», ТОВ) =X. 

证 明 O) #К Aw Я, eR 2.3.14 中 相应 于 K aS 
ШУ R BRA. НТ. Y—X R 1-1 W,KCTCCTCY), 

(2) di X JE WCG $0, MAH sv KH K, Mspan(K) = X, 
ТЕЕ ЯН 2.3.14 中 相应 于 下 的 空间 Y 了 是 自 反 的 ，T， YX 是 . 
1-1 If, KC T eY), Ж 

X = span( K) PCY) CX, 

Bip. TOP =X, 

(3) # ТЕЕ НБ БН RE 1-1 TELOR,X), ME TCR) = 
X, bia F TU (RR «o BAG, Be 

span(T U (R)) = TCR) =X, 
AAR X J WCG:szp WE. 
| x 关于 WCG 空间 详细 讨论 请 见 参 考 书 (D-1)， 目 前 一 个 
有 美的 open |} Ж Ж X X WCG Z B], H X* 是 ВМР 空间 ,是 
EX 的 每 个 子 空间 WCG p? dit, schluchtermann 和 
Wheele ( W, S-W-1) 3] A 3à WCG 空间 这 一 概念 ;Banach 空间 
X 称 为 强 WCG SR, WREEX pow E£ K, Go tee, 
EH o 3 9 L, 存在 正 整 数 n, ILC aK +eU(X), ЖА (8-W- 
1) 中 证 明 自 友 空 间 及 可 分 Schur Zi € WCG zig, € WCG 
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空间 是 名 序列 完 省 且 WCG 的 。 文 中 还 提出 若 于 OQpen Ж. L] 

由 定理 2.3.11 s Agit KL GO, OCR (и), X), 但 我 
们 再 给 出 一 个 直接 证 明 。 

EE 2.8.17 TEKL G), D&S MAARRE CEL o CD. 是 
LG, X)W m. 

此 时 ,存在 g€ Li GO 0, fE g AAR a Н. 


TF= | fada, VIEL (u). 
证 明 XJ (5i £) Es a= (Ey, Ө, Eo, B 2.9.4, 令 


d | fdu 
Ep = 2, 
i M 


(ÉD Kep We L (uy 


p 


TED - (STD xs du =f edu, 


因此 ,立刻 得 到 (或 从 引 理 2.3.1 GE), 对 任何 两 个 分 割 xt 
Ta 有 
ГЕ. TEn h= | Er En Fa (2.6) 
Эн 2.3.44 
ITE -THS IT | EE.F 1—0, (2.7) 
“=>” GE TE KCL, (и), X), HHM 2.3.4, 
lim 'E.f-f|.=0, VfcL.GD, 


Bd Т.Х ну JEEP. T*U XD) EHH. 从 
而 
| lim] E,T* — T*'-Iim sup [E,T^x* — T*x*1-0, 


раж] «1 
但 E.T* = (TES *, 事实 上 , 任 取 x*€ X*, FELCH, 
(TED (x) P) =x" (TEA) = (T*x*) CBF) 
| fdu 
— LEE 
= (Т*х 3 ИОК, 


MF 
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[e] „уш. 


=E,(T*x") (р, 


d 
(TE,)*(x*) = E,T*x*, Vx* € X*, 
dix 
(TEJ* = E,T*, 


Pig, 
lim |TE, - T| - lim] E,T* - T* =9, 
KORA, (2.78 Lice, X) Cauchy 列 ， 因此 (£, ЭК 
ФаєІ. (и, X), AT GO. VAR, BLUE, g RRA, 
E 

Tf - lim| &.fdn - | gidu, УРЕ). 
证 毕 。 

“<<=” Fé. glat MEP g€ Ги, X), Mh (2.6) 
RAO EO. Cauchy net, Mi} TE,-—S€ LG Go, X), 
(2.7) RM РЄ, (ш) 

TE, —»Tf, TE.f-—>Sf, 

MS=T, H TE: ——T, TE, 为 有 限 秩 算 子 ， 故 全 为 紧 算 
子 。 证 毕 。 

下 面 我 们 还 明 紧 算 子 因子 分 解 通 过 со 的 子 空间 。 

3138 2.3.18 KE Banach SX fj RSM, WEE 

《Ke 和 lim] x,1 - 0, 
Ji KCcotx)., 

ur HH BT K 是 紧 集 , 选 {xi1)} BX, tE 

2Kc ÜB (x5 ), 


其 由 Bix, 6) RAL x 为 中 心 的 半径 为 6 的 闭 球 。 
-= Jül- 


К, : U( B(x i)nzK- s). 
则 Ks ж B (0, L)m re, BEE n c B(o, 1), 使 


2K,- UB (xus, 4 ) 
A 
K,- Ü B(x -i-) 2K,- xi, ) 
归纳 此 得 到 {x;,;} HP } = i, 2, Ut. 


AHP x€ K, 存在 i,l«iy 使 2x x... € Ky, Tob fÉ 
Жез, lxdimn;i4x— 2xi X4,5€ Ks — ЙДЕ, 


к (aan + ge Finn Te oua ) 27Ksa 
x 
x€ lcatxi LE in, j-1,2,--2, 
EH 
|x; 41882.4298, 
HSL Me, PARAS, YEAR, 
定理 2.3.19 NIE TEK(X,Y), 了 因子 分 解 通过 co HES 
Їн], 
WEB] AT: X—Y ЕЙТ, ШТ". Ү*——>Х* 也 是 紧 
算 子 ,由 引 理 2.3.18, FE (X20 CX”, fE 
T*U(Y'*c cotx?), lim|xz] =0, 


AE « EX, (xi(x)) C co H 
[Tx;-supt| y* (T| y* cCUcCY 2) 
-sup(|T*x* (|; y" cU(CY 5) 
&sup[x 1601, (2.8). 


€ Z-span((xz(x))ix G X) Ce, 
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EX Wy {(х{ (x EX} YW 09002 = Tx, W 是 有 
ЖИ, К, (х{(х)) = tty). х,у X, WR (2.85 3X 
(Тех у) |<sup[ xi (х- у) | =O, 

故 Tx=Ty。 因 此 W ARER, B. 

| = |W Cz GOD вир] x; GO Gr GOD | 
知 IW psc, BODIE W 延 拓 为 2 一 > 了 的 有 界 .x 一 一 一 了 
线性 算 子 , HAS, Х——>с,,5$х+ (х1 ()), 有 
Tx -2Wx;Q0-WSGO, W T = WS, ВТЕ N " 
子 分 解 通过 o BST s= B| CR BED ERR, 2с c, 

下 面 ,我 们 讨论 DP 算 子 。 

引 理 2.3.20 FEL (WX), M 


flasup{| ео) dusa EU acm) 
© LE 


- sup[1| foda | ; pe L. (u), [PI = 1} 

ШВ ER PEL.CH)s 101. = 1, HIR x* ESKE 

|| fod | = х" | oan, 

出 
онаи =f pote ote 
«| памета [ tat P ldu<ifln. 

反之 ,对 任 6-0, x* €SOCO, fl 

If ine e| i x" (f) |dit. 


4 oy, =sents*(f))> CFS BHO. 009, 25 22 yw, Н. 
Ies]. = 1, 
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ТАРЫ eT ep {йн = | x" Pode 
- xl dodes | foodu | 


«supf | jodu | p CL. Go. Її = 1} 

H e 任意 性 即 得 所 要 等 式 。 证 毕 。 И 

Xi DRT Ht CAH, НЕХ, 可 测 的 ， 则 对 任 
2220, Җ PEL), ol = 1, E o Ж X, THK 

[flos - esc] | fede]. o G 

#2 | 

a= sup {il fede |; фе, tee Ky, 
a JI fe L (в, Хә. C] | 

定理 2.8.21 TELL). X), Goo GOD. ANT T 
йй — PUB Pt B5 BR TUI | 

(Eade Ж 1-12. Cauchy м ELGORSXEEE REB (л) a, ENT 


(p) cL, D, 9,—»9, sup ир„  K« + оо, 


lim] | еа | =0. 


ШЕН <<=" R, Ж | +1. СашсВу, MAER 2.3.6. 
(2) 一 > (1) 证 法 ;存在 0220 Be MINS) ELE A) a 使 
| £7 £f 770, Vn. 
HE (£2, Ér) B: o Ge) np, BCS BE 2.3.20 TE 1 A, 
eve fa E L. (uy, Hf... 1 RH f. bol HH, 使 


INC faddu] 78. 


Н. or 0042 EL АИ 
- 104 » 


{ (Ee, Ран -| Gf, Ес | Ga aD fodder 
p n 7 


= | ef EG o Gode 
(Lew 2.2.1(6)), 
| Pu = fa EQf iot aD, 
9 О 
NET | = IAS - £,.0dul 6, 


E [Pa 1.2, 
车 geL. Cuy, E. Ёё Ж 
oto G2)2 2. 


Ty 88 B5 , Ж 55 i: 
limf meds =0, 
BOHER gc LUO, HT EE) Е En 可 测 的 ,有 
limf p. edt = limf E(9,8|2.)du 
" о h a | 
-lim| g,Etcg| Edu 50, 
n a 
Fl, 9.—»0. Wu. 


“==” шг, ДЕ lele Cauchy 的 ， 故 存在 增加 的 分 制 序 : 
FL) sai 使 得 对 性 л”, xU. 有 


Hm ello cL (2.9). 
Be AP TERE Tg IBU FPF У (Co, Ж 07-0, 


Ф) а(н), ф, 20, supig.l si, 


Tim || gsr gadu|>d>0, (2.10) 
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c EM = AV HP 则 . 
[ enoda -| Eliro lolx ydy 
aot . a a 


- [ФЕ |o Gr, ))du 


-| quist du, 
D 


АЛП, RER ag a ЗП Сл.) 辣 时 满足 (2.9) 及 
42.10), 


HE 0 С СТ UD, L. G) AE 0), (CO 2 ht 
简单 函数 列 ， 故 对 任何 260, [Ef n, FE ki,o, 01824 k> 
Rin, e) ht, A 


IJ; tena E (2.11) 
因此 , 永 用 (2,10) 及 《2， LD AEE) В 
||, £. (Pn, du < Zi Ean, Pn du 5, 
从 而 ， 
I. (ang 7 bon) Pa, du | S. 


HELA 2.3.20 知 
| б 
| bay, 7 Eang are, 
ix (2.9 27». WES. 
注 EEN PAA ARE HD. E k RRB Pl 情 
Gh, SERIA RR СЕЕ ОК AAS BRR BH F) 
34, 
BUR Pay Eaa Ж | lee Cauchy <=> At f£ 


(@,) mi Li D, LZ NS K < +y 9,— 0, 
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lim | fede 0. Ci 
定理 2.3.22 车工 工人 CD X), M 
T E. DP 算 子 <=> ТАЛ sx AR (£, 0 lx)) ,是 
1*1» Cauchy 的 ， 
证 明 e= d Ce, (my), PÆ s Cauchy 的 ， 则 存 . 
在 6>0, MPM D ER A OS, Real (eH), [e 1,515. 


p> 0, 使 


{| £, p.du| >6>0, 
G n 
(根据 定理 2.3.21), 
由 于 
ЖТТ = TEto,lo (л), 
1A 
ITE tp, Lo Cr2)127 67 0, 
但 是 ， 
Е(ф.|о(я,)) —29, 
事实 上 , 2 


Z.e(JoGu) , 
lim| Есе, [о Gr) de =0, 


从 而 ,对 任 ELU), B E Eo ELU, B E Ses. 
BE, sk 


limf Е‹р,|о сл) dy = lim| Ecc e (ty) | Idu 


lim | Evo. o Gr) (Elg dg 
= 0. 
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gi 
Еф. o Gr)) —2»0, 
Anm T ASAE DP ит, WE, 
“=>” 假设 了 不 是 DP AH, MFE 
(фә аса (и), Pa-— » 0, 
但 {ТеФ„[;>є:>0, REM 2.3.4, EC |o GOD =F, (+) 1,00) 到 
工 :2 的 有 限 秩 讨 缩 算 子 , 故 
E (9.0 G1)) —*0, (n>), 
对 国定 x, 
ATE plo GO 12 在 有 限 维 空间 中 0 
JEg c C222 1,1—0. 
Ak, Wt ARF oR (Фф) к 的 子 列 ie Е 
(9,2 20 使 对 一 切 n, 
{Бере (л) | có d eT, 


由 于 9.—»0, po 是 一 致 可 积 的 ， 即 


lim sup| I9, 1d = 0. 
k Сф > 


=m п 


Е K>0, 使 对 一 切 нп, 
MENDES 
> v= Pa = [gu S KC Rs 
0 [Фф 7 K Bf, 
MJ A |. SK, Н.-ф... 
A т =. EO fot), M) n €e L (ay, В 1.1.528, Fj 
AY, 
9,7 nm s bala + |b. — ndm 1s 7 Balle 
+ [Ete] a G0 | + IEG. Pal a Gr) li 
&2[g.— Wail) + 838, 
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[Pai Tpl- ITE -mle = 1218225, 


B ECO (ль), иот, EC о(л,), We 
J mxsdp = | таи = | Ср, EGAL o (td) dg = 0, 
G E ü 


МТ g€ LeU), B. g E 
Жошо illoa) 


可 测 的 有 
limf ngde=0, 
n 2 
因 些 对 任何 gE LCi)» 由 于 E(g| Z.) 是 >, By HU AT, Hic 
lim n.gdu = limf Eg! Edu 
n p п p 


- lim| mE gl 54 = 0, 


Ft ne ——> 0, Blau XT а (Жш), L. GO) BBCP 9. 
Edit, ТИЗ, T ARE DP BF, ШЕ 


(p) SALLE, Ut) pd, [Del vA 
使 (Tq. 020, ЧК 070. 
X& TEB A FE Cr 2, BE pe) 2, Ж 
0 (110 (m, ) 
可 测 的 。 这 是 可 以 作 到 的 ,由 于 每 个 о. 是 简单 函数 列 的 极限 ， 
XS AE ms BE h, HE Пост.) AWRA, CARRERE h, 是 
оле, WMH), E 
ó 
{В,—ф„|,< ТЇ? 
Ih =< el sl, 


h,—->0 
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ITh,1> >0, 
2 
Th, = limf, £t hadu = [ set, hdz, 


E 1. à 
LET E 375 


HE 2.3.21 8, 05,0, Ж |+ >, Cauchy BU, GEER, 
定理 2.8.28 R(L GO, X) C DP(L, QD, X). 
证 明 ”由 于 


<) Ilan = иһ, 
应 用 定理 2.3.5 和 定理 2.3.23 即 得 所 要 结论 ， 证 举 ， 

注 m 82.3.98] T X A RNP Z 8 (ш Lhe), Х) = 
KOL ica), X), Bourgain CJ, B-1) ip A X E RNP 53 R ft ш 
DP(L,X)sR(GOj, X>. П 

在 第 六 章 中 , FRAT HUE СХ 5 FLY Lu X® = = DP 
(Lis X^, 

EHE 2.3.24 (0,2, п) hk EU Scd ВЕ Rd Lu] D Go 是 

P 空间 ， 

WEE] ”对 任何 Banachzz[]X, МК (а), X) C R G0 X) 
{CEM 2.3.11), R(L (4), X) CDPCL, GO, X), Gg Bil 2.3.23), W 
WK(L,GO,X)C DPOLGO,X), 

Bi L Go DP 空间 ,证 毕 ， 

ЖЕ 2.38.25 F(Q 2, u): di IR Se ж dE B Ex ЇН]. ud Laco 
有 无 限 维 自 反 可 补 子 空间 。 

证 明 EY JE Ly tw) f BRIT mj, DM f AE BOE 
L,Go—»Y,BUT Y R ËB Z kk P о 紧 算 子 ， 出 定理 1.2.9 
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E L, (g) DP 空间 知 P 为 紧 算 子 , 从 而 PUY SUYO H OBE 
对 紧 集 , 故 dimY <+, WES, 

E SRL, ANE DPZHRAARBER *[ 3F3 E 
(Mee 6.1.4), PJ | 

定理 2.3. 和 6 BDI ORAS ME Si, Y RL GO: 
的 可 补 ( 无 限 维 RNP 子 空间 , 则 Y ext. 

证 上 明 。 由 于 站 是 (pw) 的 可 补 子 空间 , 则 存在 投影 P, Lan 
一 >Y, 由 于 Y Н RNP， 根 据 定理 2.3.10,P 因子 分 解 通 过 了 a 
[н], 即 存在 Re L(L,G(u),1), Tc La, YO iP = TR, {Н TRy-y;. 
Уусу, Ш 

[yl = ITRy[ [Tl *]Ry |, Vy c Y, 
Bp 
ITE! y Rs 及 | ely, 
因此 R| Y — E EPR. RY) es Y, 
x 
RT, l,——-R(Y) Cl, ЕТЕТ = ВРТ = ВТ 
W RYE Г, PATH, AF 1, E: prime HAGEN 1.2.6) W 
ROO xl, 
从 而 
YxR(Y) zl, 

证 毕 。 
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第 三 章  Lebesgue-Bochner 
空间 也 (wX) 


1977 Æ Diestel 和 Uhl 写 了 “Vector measures? —4( HB 
43 h(D-U-1)), Sg IHE, RNP 及 Banach 空间 理论 的 许多 Jy 
UU FE T OCH И Ж, Ri. ABP, 他 们 写 道 , BR ҖИ ЛЕШЕ 
在 近期 得 到 迅速 发 展 ， 介 对 fw* 基 ) 的 研究 还 处 于 “幼年 状态 ?。 
具体 地 说 , 也 就 是 下 述 问题 罚 结 论 甚 少 : | 

3 X ARATE Р Ну Banach 空间 ,是 否 Lio X NERI 
种 性 质 P? 

我 们 称 性 质 P 关于 LOG OR BEN, SUR X НЕЛЕР, Hj 
Li, XAVER TER P, 近年 来 ， 人 们 得 到 了 这 方面 的 许多 结论 ， 本 
章 就 此 从 一 点 归纳 . | 

第 一 节 先 罗列 一 些 特 殊 Banach 空间 的 定义 ， 然 后 指出 哪些 
ZARF L.Gn D ERER, 哪些 是 不 稳定 的 ， 第 二 节 给 出 若干 
证 明 。 


$81 若干 特殊 Banach 空间 的 定义 
及 它 们 关于 Ls (u, Хук у ае} 


Banach 空间 的 性 质 十 分 不 理想 , —Jyr IB] H T EMRE 
由 一 个 一 般 的 范 数 导入 的 . 另 一 方面 , BFR RS RHE 
: 维 空间 , 因此 它 的 单位 球 U(X) 不 是 范 数 紧 的 。 根 据 各 种 问题 的 
研究 需要 ， 我 们 必须 引入 一 些 特 殊 的 Banach 空间 加 以 研究 。 自 
反 空 间 就 是 单位 球 U(X) 为 v RSA, RNP 空间 就 是 向 量 测 
Ле) Radon-Nikodym 定理 成 立 的 空间 。1936 年 ,Clarkson 在 
研究 RNP 问题 时 发 现 ，U(CX) 的 几 勾 性质 与 RNP ARORA, 

«lige 


МАТ Зи ОК), 


xk X 3.1.1 Bananch ZEX jy — Eg SJ (UR), ШЖЯГ 


任何 £220,780 dt) 7-0, 其 中 
. . 1 " 
б{є) = intf1- > |z +y, 


ixi=ivi=t, {х-у|>е}, 
Аа З 
注 可 以 证 明 ( 请 见 参 考 书 (L-T- 工 )p.66) 


$c) = intl- Eixsyb 1=1<1, Ext, |х-уй>е} 


= {а уро Ваа, |у{<П1, tx- 


= іа 1 10р а [у1-1,]х-уһ=є}. O 


БЕНИ Ra ABCA, LIA eese. 
定义 3.1.2 Banach 空间 X RA BR—-BANCLUR), $ 
ЖЕ x ES(X),€>0, | d(x,e2)>0, Hp 


OCx,e) = inf {1 ~ i lx -yls ivyl=l, lx - yeh. 


Ж RRA X E LUR>VxCS(X), GOACcU(G), 
|x, +x | 一 >2 有 x,—— x, O 

定义 3.1.3 Вапасһ [н] X $525 99 jara — 9 (wLUR),. 
TE ESAO, Ce) CU CX), |z, t xl—92,4 х, x. 


3E 3.8.1.4  Banach'z XH BAK GoURO ,如 果 对 : 


JE tx.) лс (KN), (yy aC U(X), |x, +y,|—>2, E 
X. Yre 
EX 3.1.5 Banach Si X HHS gn CURED),. 
WREE s€ X,s=0, (x), CUCX), (y) ЛЕП OO, х„-У, = 


"ITI Lx y, —92, #7 a,—> 0, 


‚114 


š URED 空间 是 使 每 个 有 界 集 站 的 ChebysheyY 中 心 不 
多 于 一 个 点 的 那 种 gz B] ( W. (Ga-1), k Я (3-10), O 

定义 3.1.6 Banach SX RAP A B WË — RA 
(MLUR) ,如 果 对 尾 x €SOD, (х) CUVCX), (ую AcUO), 
! x, y,- 2x |—0, E xu y,——0. 

注 хез UGX BHA, du XM E60, ЧА = 


B(x 0)>0, 使 得 当 zx 6800, In Los +a] <8 时 ， 有 
фа: xil. 
REH X  MLUR«—S(X) heta UN’ В 


点 。 0 
定义 3.1.7 RKRIEBM, Banach =H X 称 为 于 一 臻 回 
Jë (KUR), ШЕ Ж] е0, g 6/9 (gy>0, Rh 60 (e) = inf 


f1- +L) Is ке ttp belt іа +1, 


Ary, хыр е} EROS XK 维 凸 性 模 ,而 
Ср \ 


оро) ооа) AESA) | 

А‹ te. X1) = SU | 5 . 
Big tX pi : 1<i<k | 
Мк fi Gn) j 


定义 83.1.8 UK Wi RH, K 2, Banach SE) X SOS K [i] 
EKR) ШЖ] fix) nc UC(O, 
lim |x, 4:4 Xl = K, 


DN) (х„) 2, JE CRUS). 
ЕЎ 3.1.9 Banach [8 X jos Pr X ИЕ) (R) ;如果 


x,» €80D, | ty | 


io ”容易 着 见 在 (RR) 空间 中 S(X) HED x 5 U (CX) 06 38 
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Ё. ШЖ У 26000, х 10у em, Hx-yos. FEDEA 在 


LE xz 3F: 8] LEE acu ЕТЕД. Г] 

ЕУ 3.1.10 Banach zz[W] X fgg Н 25а], WME xcs) 
(x) LZ, CS OX) x, — yx, li| xx, 

iE Banach 空间 X 4525 Kadec-Klee 3 3 2 [5] (KK Ex [8] 5, 
we Re GR SX) w 拓扑 与 范 数 拓扑 是 一 至 的 。 可 以 证 明 车 
X 24 Bananch z E,l,C X, WX EASRYARYX 
Æ KK 空间 (证 明 要 用 深刻 的 Rosenthal ñ; І, 9s B] jS e ЕЕ ЗЕ 
(RAAB. LI 

ЖУ 3.1.11 Banach S/H) X py —Кааес-КІееўх 5 [n] 
(UKK), ME eee > 0, 3ó,0<ó<1, (27824 (x) Q CU (X), 
sep (x,)=2inf{ |x, ~ Xal; n Em > E, x.” yxa Wl xol e, 

注 Auk X Z UKK 空间 , 则 对 羡 的 任何 有 界 闭 是 子 集 B 关 
TX mo Жї Ж C hy Chebyshev фо МЕ ЖОЖ С 
# 4 Ctl p.258), LI 

3E X. 3.1.12 Banach 空间 和 称 为 接近 一 致 山 的 (NUC), 如 
SERIE 60, 存在 0,0 01, 使 得 当 G0 CU (X, зер(х,)2> 
e, 47 со(х„) 站 (xj 之 56) 去 中 ， 


注 TREH X Ж UKK H 8 KW <= X € NUC.X£NUC. 


=> XA EN (М5) 06 9,66 6 089-71) pb. 234, 5.259), Ц 
定义 3.1.13 Banach fh] X 29 BAER AES (NS), fn 


REBAR AERA, Fx А, 8 ѕир([х- уі: УЄ А} < 


diamA, 

Ж 定义 中 的 点 XE 自称 为 和 A 的 非 直 径 点 。 自 反 NS 空间 中 
4 -FRAGRA LA RSH KAK a RS 3 CR Krol) 
或 参考 书 { 俞 -了 PD.260)。 所 以 ， 正 规 结构 概念 在 不 动 点 理论 中 是 
-TEENA S. C 


ЖУ 3.1.14 Bananch sj X RA EB. r — # IE Ж dE р 
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“tp x 


мы ш. 


(UNS) ,如 果 存 在 0<6<1, 使 得 对 任意 有 界 闭 凸 集 A, 存在 xE A, 
49 sup{ [х -»[:y € A) «ÓdiamA, 

ж UNS—»EHBHETÓNSCGGQGC-DX(OM-DOUNS 空间 中 对 
一 类 比 非 扩 张 颈 象 更 广 的 跷 象 具 不 动 点 ( 见 OMA». 

UNS 空间 是 否 是 超 自 反 的 (定义 3.1.16) fE — 4 Open Bj 
3. Di 

定义 3.1.15 一 个 赋 范 空间 Y 称 为 在 另 一 个 赋 范 空间 总 内 
有 限 表示 ,如 果 对 任意 8s>0 及 了 前 任何 有 限 维 子 空间 В, HEX 
WA RET SZ T, B 一 >2 的 一 个 ( 满 ) 线 性 向 胚 ,使 
IT TI +, 

iE £48 Dvorestky-Rogert 定理 就 是 说 Hilbert 空 fq 
Wee Banach 空间 中 有 限 表 示 《 见 第 四 章 )。 口 

ЕУ 8.1.16 Banach 2 Х 称 为 超 自 反 的 (Super-reflex— 
iye) ,如果 任何 在 站 中 有 限 表 示 的 Banach 空间 是 自 肥 的 ，。 

+ 显然 , 超 自 反 空间 是 自 反 的 。 口 

定义 3.1.17 Banach ría] X RAE B RA, Of 

dimX**/X < +00, 

注 # dimX*'/X =n WX RAK nS LARS. O 

3E X 3.1.18 Banach zs H X Ж X А. Banach-Saks # Er 
(BSP), ЖЕ Gr CU OO, TEE GU FA GS. d 


(LE а, X 称 为 具 wBSP, НЕЕ Cx) CX, 


2,0, PEG AM TA Owe, {Dy} itin, 


在 研究 概率 论 中 的 大 数 定理 对 取 值 Banach 空间 的 随机 变量 
是 否 成 立 的 问题 时 ,Beck 引入 了 BOHRS, JEJR Hp X E B mn 
的 当 且 仅 当 * 大 数 定理 "成立 ( 详 兄 第 五 章 )。 

定义 3.1.19 hn EERS, A n>2,Banach 空间 X jo 
«Е 1.080), UR e EE 620, fi 
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sup(min[x, t xit E xali С) СОХ)  n(1- 6). 

9232 3.1.20 Banach 空间 X 称 为 B Pul, RES BE 
2,00), SER E ЖЕ n2, 

定义 3.1.21 Banach 2218) X #&25 P AM dn #2E F 938 
nni) e> 0, hs 

sup{min| x; ~ ак (4) 2,0 UCX) ) x2- 8. 

PEAT RNP 研究 中 ， 最 令 人 感 兴趣 的 是 PC 空间 和 
CPC 空间 

定 久 3.1,22 Banach 25 8] X 称 为 PC 空间 ， 如 果 对 任何 有 
Hew OPTRA. CA, HMRI: (A, w) — (A, 1+]? 
YE xs AES, 

Ж EXPL CARRY Atty PC à, ARE TC 点 记 作 
PC-A, Q 

ФУ 3.1.23 Banach Z0 X #5 СРС 空间， 如果 对 任何 
AAR ASPC-A b. 

定义 83.1.24 Banach 258] Х 称 为 KMP 空间 ， 如 果 对 任何 
JE BICIS A extA ф, Дн extA 表示 A Ia e We. 

关于 范 数 的 可 微 性 质 较 好 的 空间 有 如 下 定义 ， 

ФУ 3.1.25 Banach Sf) X ЖОН D69980 (sm) (或 Gateaux 
可 微 空 间 ) ;如果 对 每 个 X»€SCO,»€ S800, 
үх+ Axi хі. 

H 


lim- 
A 


FE. 
注 BEIXA sm 3,4 ARMA? x€ SCX 有 唯一 
dy x*CS(OX), Ext =1 (ШАД x €SOD. 有 唯一 的 支撑 泛 
> (£d X008-1)p.2230.. EX AER (G8 S G), Gle) 
RAHA x 点 的 Gateaux 3. L| 
XX 8.1.28 Bannch 空间 X Sy 28 3638 xu GE Frechet 
түри 8) (6), tn et A ы xES(X), f 
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3 TO | р . 
lim sup { iet Ax] Li» yeso) 


TÉ. . 
Ë ”定义 中 的 极限 记 为 Fs(,); 它 称 为 范 数 在 x* 点 的 Frechet 
Be. 1 | 

定义 3.1.27 Banach 空间 X $jog — BOG (USO (或 一 致 
Frechet 可 微 空间 ) ,如果 


lim sup su 
A-0 x65(X) yESCXY 


Ix + Ayl = hxl 
A 


FE. 

注 容易 证 X UR X* BUS, X* E UR X € 
US, НИК 空间 、US 空间 都 是 超 HEN Ot RE * # Gr71» 
p.231 OX I, 4E ib 5.5.2). П 

下 面 我 们 先 简单 叙述 上 面 各 种 空间 关系 ， 

(I) Hilbert 空间 一 > UR 空间 一 > KUR SiR] => €K + 1> 
UR zig —>-- => A adr Е => А = 
RNP G 335-5 5 OT 788 4,5,6 Ж), 

(I) UR— P =p EB M B Ë REFR (й-—1› 
55 4,5,6 ж), 

(E> UR => 2R=> + => КК (K+ R= SHR 
(I, (B-Y -15) | 

(N) 


MLUR 一 一 > ün 2 


ESGOS 4535. 
(V) Оба F = sm WA 3 (jr 028 4,5 325, 
* 119 = 


CW) КОК =» МОС» ОКК + 自 反 一 > NS{ 见 参考 书 (р 
-也 第 4.5 章 )。 

(W) RNP&>PC + KMP CPC +KMP(§,(R-1)). 

An F SAF Lele, X) 是 稳定 的 pA +оо), 

41) UR, GEH 3.2.21) 

(2) LUR, EH 3.2.5) 

43) uL UR, ( E-V-1) 

44) URED, (S-T-1) 

45) В, CEM 3.2.2) 

46) MLUR, CEH 3.2.7) 

(7) Bi, GEW 3.2.10) 

(8) Pi. Clg -yR-D 

(9) —# EO), GEM 3.2.9) 

(10) sm, (JBE 3.2.11) 

(11) F. (L-S-1) 

12) US. (н (3.2.22) 

413) RNP, CGEM 3.2.19) 

104) BZ, GEM 3.2.17) 

45) WCG, (XXE 3.2.18) 

416) 2R, (L-1) 

(17) NS, GEM 3.2.31) 

418) w FE S0 Sc de Sl Lite, JORGE, (Т-1) 

(9) ecc. X, (Kw-1) 

(20) lC, X. (Pi-1) 

下 列 空间 关于 Lin Ху Н, p< +оо) 

(1) Н. CEM 3.2.14) 

(2) NUC, (CEM 3.2.12) 

43) КОВ, GEM 3.2.13) 

(4) KMP, (ZH 3.2.24) 
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(5) BSP, (Sc-1) 

(6) WAR. EN 3.2.23) | 

下 列 空间 关于 Lou X) HBA MRR, (OP 
+ co) 

(1) KR, (K23) 

(2) PC 

(33> X 具 无 条 性 基 

(4) 也 可 及 。《 虽 然 ,Smitpa & Turret(S-T-1) EH XJ wUR 
JBE X* R RNP, M La XA wUR, 

io 关于 DP Z Pl, Andrews(A-1yiEB LOCX, XE D P 
zx je] 8] Lote, X07 DP 空间 。 口 


§2 XT L, (u, Хд 


本 节 中 不 作 特 别 声 明 , 约 定 (0, >, 2 是 有 限 《〈 完 睾 ) 测 度 空 间 
АЧЕЙ RE). 1<p< + ee, 
"33.2.1 #1<р< +оо, f€ U (ьш, Xy), n Ж 


FO e 
TROT € extU (X), 


3f a.eü) te supp(f), 其 中 supp(D = (4500250), MH 
f €extUCL,(g, X». 
TERY 8 she, Ху, |4} = 1ҺЇ =1,87= 206+). iH 
于 | | 
2=({ ternian)’<([ cate mpra) 


({ tei шу + ART У лама, 


根据 Mikow ski 不 等 式 等 号 成 立 的 条 性 知 ， 
1g Q2] RS ht» ]. 
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Rub e= lh = (РС), Хае і. Bek, OM. A 
[2/0 12 1gtD + h(D |<ig@M t+] kD] S2]h (D |, we TE EO 0, 
Ф028) 0,2 B= {is lfc) | ]h CO [^ 8}, A, 


1= {чонда = | ro raa + [oro vae 
2 D a 
<f А) гад +f (| hte) |? дан 

В B 


= { дас раи a(B) - 80 <1, 


FA. 
PES, 


Ф sA жо =1( 80 + h(t) 
lf@ a lf | [ge] ROI 


X ace EUR hi FP as ek U CORB GS, BOR ID = 


80) = ВО), Mace hy t Roar, A f€ extU(L,Cu , Хә), VERB, 
定理 3.2.2 X JÉ Re— L,(n, Xy R (1<р< +оо), 
TER ”由 定理 3.2.1 NUS EFE RU RH. BRP Mp == 

AF 2S EPR ИЛИЧ, B X eRe Se L TA. 

所 以 完 分 性 成 立 。 证 毕 。 
8|]8 3.2.8 ELSA +оо, (f,) C L (u, X), FEL uy 


X),]f.l— 0л, AOSD, M ff. 
证 明 FLOPS ORG AILES FOL, ATLAR |= 
ESIE. P if. a» | du 一 | оаа. IPSE SES 
SE BAUGH TAA BGG” ЕЕ т ЛА, p.176), 
limf i ifs I'd =|. Ife |^du, VEC 2. 


Fish Vitali-Hahn-Saks 定理 OREA “RAANG BERUR. 
1 册 p.176) 391, CIF CD O 2 E E BE 86 et xe emm , A 
$1224 


Him sup jay jdu =0, 


н (F)—0 т | 
WELD US), ЖЕН Vitali 定理 即 得 ,一 >j。 事 实 上 ,对 
E e> 0, їй 02-0, 4884324 a CE) <ó By, 


L . . 1. 
sup a Idus 7, n if du EL 
Wh Eropof EWM, Ec X,uc(Er-«0,fk 
lim supiif DD -fD lite OVE} = 0, 
Wik, EN, 48 nN 时 ,有 
sup !f,(0 -Fai<e, 
ФП. 
AI a> Ма, 
[ino ға) lagen ONE encen. 


f irs ro vase anos aro pras 


< (f, Ж "duy 


1P 
«(f rry 
BOR n>N в, [ 1. -f(D |Pduxeu(Q) +в, 


XX HA f,—f. 证 毕 。 
定理 3.2.4 若 1<bp< +00,fE Lu, Xy. lf = 15 a.e 的 


Te supp, IO RUCK) LUR jJ FAL Пы, X)) 


iy LUR 点 ， 
证 明 我 们 知道 xC S(X 0; U (X A LUR 点 ， 划 果 对 任 
(Xx aa CSCX), |x, + x|—2,# x— x, 
É (Fay a CT S(L (g, X>, E lf.-fl-—-2,W) 
2=limif,+fl<lim Hf CD E FO Ue, oo 


š 123v 


«lim (lf, | + [ifi = 2, жт 7.) | + if @ Ui, 72. 
HE DLO, ESLG, KRAAM, Looe BJ, 
(1 pe + оо) RI 5 B CÓE-D p.242), HE 


„сю | EPOD 1, CBM. IPL Hi (3.1) 由 Riesz 定 
JE, fad ea ТОТАР). 使 


FOLES IOL (3.2) 
另 一 方面 ，4<lim (|5f + 5f,! — [27 + 4£,0 
slim [3f +f, ss lim [2] FI + lf) + FOIE, or 
&limqQ fh + tf =4, 
He Tim |21f(O + СО, со 4, BD 
lim] rape HOESANOE "EZ 
由 于 [fO ESL), 
LIED + felt) IEU TUD), 


BHBSE гош ev 


imll | |= ТРО): - 
lim 5 Uc «fO - 11], =, 


再 根据 Riesz 定理 , GO Zeta АВЕ q.) mo të 
lif. Роа: р, 


由 (3.2) 式 知 ， 


| fe» f.o» 
ifl «rt 7? 


Xj a.effi tC supp(f), {E3} a.e f t€ supp(f)s т. FI 是 LURE 


Te [ 
fO» fa» 
if ОЛЫ 


el24+ 


对 a.e 的 1E supp( 有 ,再 应 用 GDR, fO) SÉ OO. Bit, 18 
据 (3.1) 式 及 引 理 3.2.3 知 , |f, 一 了 一 5， 

实际 上 ， 我 们 证 明了 С) zm 的 任何 子 列 有 子 列 "m fit 
Ifa-fl—0, AG, £58 d£. F1—9. TE, 

定理 3.2.5 XH LURS, X) Ж LUR (1<p< + 
oo), 

证 明 ЩЩ 3.2.4 X LUR 空间 的 子 空间 仍 为 LUR 空间 
即 知 定 理 成 立 . 证 上 毕 。 " 


定理 3.2.6 FEL Au, ХЭ), 1, We UX) 的 强 


端点 ,对 a.e 的 tE supp), Wf Æ U Lalu, Xa. 
# 容易 看 到 zxES(X) E U(X) HERR BSc 
xac X, Ix £ x,|—>1,# x0. Г] 
证 明 ECA) 2 CC L,Cu , X), [f €f. ]—9 1, B 
2- limC[3f 1 - If + f. D <!im]2f + fal 
&lim Hf + fe) E [f (D D Ez yen 


szlimclf tf, + 11) = 2, 
& 
lim О,  1£€O 102,05 =2, 
HF OLES), R ГСН) —3k iË ,1<p< + co, 故 


ШОНЕТ (3.3) 

从 而 If + ful—> f. (3.4) 
EDAH Riesz SB, (fy FF ОЗ ТЕС DO GE 
IEO £ fat) [> UF Ig (3.5) 


ж ЕЖ a.e f t€ supp (f).F 


ae?) f(b) 
| ADT 


=- 125. 


由 条 件 , 对 a.e 的 1E supp (A), I5 8 UC ERA, йа. 
em tE supp (f), 


el 
Ak f. —>0, Xf a-e fl) tC supp(f), 


03.5) Җи f. G 35.0, 从 而 
РО +f S O. 
HERG. OA, MA5 3.2.34, 
fif.—f, 
B] f,—0, 
Lh, RIE Ca BENTAR CP (c 
fa > 0, f—90, PMA ER 
定理 3.2.7 Xk MLUR«——L,(i, X03; MLUR, Lapa 
+ оо. А 
WEB] ”由 定理 3.2.6 及 MLUK 空间 的 子 空间 仍 为 MLUR 
ШИКЕЛ НЕ, ШЕ, 
引 理 3.2.8 3; 1«b« +оо, Banach 21h} X E: — dE I; D 
的 ,出 存在 一 个 常数 а, 0e <1, BEBE (CO CX, MJ 


z| miria < > arg ex I’, 
其 中 左边 和 式 取 一 切 ZU 个 符 — 
证 明 4 
— i tx |l 
= п * 


不 失 一 般 性 , 设 lx = о а |, 2,5, n, 
`. HX R 0381, (п) (0, жою жор жр 
«(1 +6), РЕТ 270 -IR WARS ARERR tl? ee, 


有 оа + 1 (2 1"). 


= [2h • 


FA. 
(2s. I) o<{! + 2 xi DE (1-а) + 1 (97—11), 


a) ni 
i-i 


y -1( 227 
(T "n -) 
(2) DD l'xa-DG-eoB, WEP 5 i 2<i<n, 


Ti xil. 
MAAR ФЕ) = |t’, W| CO J& ERE Ih kak Oi 
2,5, 且 至 少 有 一 个 і, 2= =n, f t <1 时 ,有 有 
( 1+# +: Ё, y«i (Latte FED 
n f c. s 


“oom 


A - 1d, yt) € C0, 1775 H<- 1) (1-2) y | 
DETULIT TRETEN MEM — ee 


(blh y «e xu) E 


24 (tt) CAM, НЕЕ ЖЛ К А EXER AER, a 


E Haly E - 


< 22801. +3 Ind). 


4 а= тах{ д, = P TG 58-8 + 271-1 y 


И, ЕКЕ, 
+ 127 ° 


定理 3.2.9 X Æa JE LOO. SL, GG 30 4E — E EL (n) > 
1< b= + co, 

证 明 EFIE L O) A TEER k: BE Li, BE 
HBCUESH D EIE, 

Bee X BSE 1 (n) gue & fay ef CU L, (uy 
X)), His] 88 3.2.9 4n, FE 0<а<і, NE te Q, + 


| t tb | < а (5 һо), 


п 
将 上 也 进行 积分 ,得 
Х| юзе tft? 2:71.g, 
EEUU 


min{ lft e + f,l) «as «mn, 
Be L.C, 30 JE - Е P 0D ПЕ, 
定理 3.2.10 X EBI SLi (u, X) # Bit, 14р 
+ ее, 
证 明 da Ваза а И BRE BSR eR 
及 定理 3.2.9 BN, uE tE 
EE 8.2.11 X BN Se L, (u, xX) 是 光滑 的, Ip 


+ оо, 
证 明 由 于 光 少 空间 的 子 空间 仍 是 光滑 空间 ， 故 只 须 证 明 必 
ЖОЕ. 


4 f hCS(L,(e, X>), AGE 
tim - АНТ Iff 存在 。 


А0 
Ф Ж, RAR TE AY 
lim АНИ ИН gee 


& To = (t€ Qf CO = 0), WJ 
+128 。 


lim if СТС + ANCE) IP MOD ED dg 
AU A Th 

—Um 4 Р P 

=m | amores 


= | inco (lima sena Jaw = 0, 
Ts А-0 


SPIE ONT... AT ХНАУ, к 
If + ARG ^ - HFC P 
i 


slim- 
avd 


= pif |! lim If (t c Ahi | ЛРС | 
' AD A 


= pif 0 7 Gro (h(t). 

注意 Gu (26 X*, B 16001-1 0дан ( 俞 -1” 
p.223). 

Ф pA) = VF) + ARXOD I, Aw 于是 光滑 的 ， 


ARA = pIf + ARC) Ye 
lim 
EFI . 
= ІРО) + ARC HP Gro mn (AD), 
由 中 值 定理 知 ， 
С - vo» 11А sup 0| ‚ажо А 2 BJ. 


f(t) АВФ + SARC | ~ FG) + ARC) | 
ДА 


# 
{аю + ahi l= HOD iL |Alsup (pif aha) 1" 
«1900 s afE0 S A ZÜ] «РАТКО ТСР |] + AL he р 
і 2—1, An 0< 141 <1 В | 
| fat tAk- fare | 
| на. bn -— | 
ра + {һа ЧА | E L GO 
tH Lebesgue PAIR EM, A 


. 129 we 


1 FJ 
lim | UD зла IF CED |: du 


aod 


ZI im mem Pritt? ay 
GTa fan A | 


= pf | fF OG kb da, 
T. yj 


"ETT TUS 
at t 


= of fc [^71 Gg (GOD da. 

定理 3.2.12 1<p< +оо, 

Loy, X» NUC— Lit, Xy: UR, 

io A44 E RES (О, Б, ш) - ЖЕҢЕ T MEX OS 然 ， 
de Ж ДЕЛЕ Up BUE N ARRAN. ЯВА СО, Z, uy X PEE 09 
情况 也 成 立 ), 这 修 假 设 在 本 定理 中 是 重要 的 , EIE: 
к Fy. He Lilt, X) 是 NUCL, X) 是 UR, LI 

证 明 RE EMRE, RANT BUE О RA —4- T 48S, fu (5) 
=1, RS ЖҰЖ Ғ. | 

Pn A 是 支撑 在 3 上 的 Rademacher WRF (可 仿照 第 
一 章 83 32510,11 Е Rademacher F ЖЕ У, DUE S ARB 


KALE 51, So 使 S, S.€ 2,8 = 5.084050 = a(S) = 1 ， 令 


ri(12-21,24 #65, mh r t = — 133 tc SHE, MAATA Н 
rd). 

Sa or O) E Lee) ft ш ЖЕСТ 0. | 

Е e>0,x, yC X, |хї=|у|=1, [x-»lze. 

定义 f.€Ln X), 


f= (x+4) xst (x— y)r, 
[d E Mg 


© 130. 


WE |f. =1, Vt€S, Ik [f| 21. EXE nom, 


If - fal = | | Un- Faleg ad 


>02) е2, 
BBiir. ME o (L) Г. (uy) ORF 0 +1 = 1, fa} 


ollu, X), Lee, X) KAFIC H H 8S] X BA E 
fit, L,O,X2* = L, (i, X*) Ага 3. 2,16), H F Lau, ХУ 
是 NUC ещ, 、 
х+у _ | _ s 
|” = HI<1- 5， 


Jh ó 39 „и, ХУ NUC ДЫ 22708. ЖХ Ж 
UR ZH, E, 

i 由 于 NUC2QUR, ENUO A Lat 是 水 稳定 
ж. ТТ 

ЖЕР 3.2.18 31р +оо, Dil | 

Lu, ХА KUR L, Xu, X) UR, 

证 明 由 于 UR—== KUR, & КОК =» МОСС Gg-1) ft 
据 定 理 3.2.12 即 知 .证 毕 。 

ж ih K>2, KURUR, tat K2, КОЕ ж 于 
Lith, X) 2 f Е, Li 

定理 3.2.14 1- b co, Bh 

Lu, X) È H= Lu, Xy R <=>X BR, 

š . 这 个 定理 也 用 到 假设 (yz OCBART HH, LI 

WES] ЖИЛЕ ЗСУ, (8) =1,S RERE, OD) Ж 
支撑 在 S$S 上 的 Rademacher BHA, . 

若 半 不 是 严格 可 的 , 则 存在 x,y €X, yHO, |х+уі=1, . 

XX OD = xXs(t) +r Dy, FO -xxs(D, A 
f feL.Q, X), Hifl = fl=l1, {б FD rty Re 

el3le 


lfa- fl гу 20, Уи, 


AHF Fat Даи ХОН w Sila CF f, HH Late X) 


AHH 性 质 , 故 If, 一 并 一 一 > FM. WEE, 
Ж RTF HS OR Ж НФГ, DT TREH. (J 


513: 3.2.15 #1<р< +оо, ML (u, xX") 线性 等 距 于 


Lou, X)" 的 子 空间 ， дн + = 1 QE p=1if,g= +оо), 


证 明 FR pa “(Qj =1, 


(D ap i<p<+oe, ФТ (Bartz) O) =Z xh) Xes 
-1 -1 
VIE Liu, X), WT EL (и, X*yr Sp Res Er (д, X)* 的 线 


= 1, Bil 


性 算 子 ,下 面 证 明 Т 是 等 距 ,事实 上 ， 设 2 xx, 
|т (Sx xs) ) =sup{| | (2 хь Раи |s il =1} 
<sup{{ | (ext xe, yn |dus НЕ 1} 
<|Z=*xs |=1. 
AAH, HIE 2290, E xe SOD, B 
xi (> læt E e(t nta Eo)", 


则 
Breit хь, E€ „ш, X), sitet xa | =1, 
id 
|т (бех. JI» | (Zx x. (1 [X в, Jdu 
>| pia Fx=du- e= 1-8. 
B E 任意 性 ,有 


н ^ . а 
іт (Pix, )! = І = хь, |. 
fel #=1 


#132 + 


BTN SL ag ete Lu, X*) 中 稠 即 得 所 要 结论 。 
(2) A p= 11806, AAR ARE L. (a, XR, y 
上 法 可 类 似 证 明 。 证 上 毕 ， 
”定理 3.2.16 #1<ср< +оо, MAEM se Ba HJ eS HI 
(Q, 2, Liu, xX)* =L,(u, X*), 4 А5 4 x* R RNP, 
^ 
Ж + -lONP-IB,qo +оо), 
E "«—" НЯ 3.2.15, ДЯ WE 24 X* RNP Bf, 
Li, DCLG, X*), 
任 取 DELU, X, EM 
GiB) (х) = (xx=, VE € E,x€ X, 
MJ СО) | = вир (СЕ) Gol lxlsibs Hop? . р, 
GOD €X*, BNA IGM < +оо, жя Е, ERA Ha = CE, 
oy Eps xy x, € U(X), Wu] 
GE» o| = (ль ) «lol [Zex |, 
LIPUD, _ 
Bu 1G(Q)<|olu(@?, HG Уә Хе Wa RES н Ж 
Лу EME. HT X" R RNP, Bt, FE geL, KX, f 
G(E) = | gdu, VEES, 


H 
CE, nel , cz, E.C Emis Vn, Q= UE, 


且 & 在 每 个 E, KAR WON EM n Exo € L.G, X*) Ф 
e. =| exe odis VE E Lis X), 


W Ф.Є L, (и, XO, ВФ.) xe. Jii lol«io! B 
ахь. 191, HAI OEE n, ELi” X). Sof) = 


[ aras VE € Lou, X) W Фе Leu, 20, Н Фф, 与 中 在 简单 本 


+133 + 


数 上 一 致 ,从 调 Ф, = Ф. BUG КИФ. 
LG, X*) z&L,Qu, X*). 
>R Lalu, XOSL X)", BG, 一 >X* RA mae 
Зи ESRI TENE, BOE 1G CE) [<и GE) C38 PR 
述 的 为 了 证 明 G A RNP, RIETI fedes EU 
1.0191, X*)=L,(|G!,4)*), 
5 
o(Seun) =: SG Hox, 
则 中 是 定义 在 工 (4 JO 482 3C EU He, Н. 


(2х) = |5 | Bla tucEo 


RM "TO , 


从 而 ， 钙 可 唯一 延 拓 为 Loit, X2* арол, pia E Ф. HARE Le (uy 
Хуже, Gi, X"), 故 存在 g€ L. HX"), Ж 


Фф =| fadu YFEL, X), 


特别 有 
GG 29 =f edu, VEE S. 

HG B RN 导数 , 故 X* B RNP, ш, 

定理 3.2.17 #1<р< co, il 

X Жн IY B (234 Los X) JE E EU, 

证 明 ”由 定理 3.2.16 即 知 。 证 毕 。 

定理 3.2.18 $£pl-p«c-0,X R WCG ру, W L, (u, Ху. 
ж МСС Й. 

证 明 ЕЮ 2.3.6, X3 WCG 的 当 且 仪 当 存在 育 反 空 (00. 
RX1- 1H T, R—>X, TX = =X, hie : gm a. 2. 1734, Lols 
ЮЖН S, | 


e 154 + 


Ed 


SEM T, Lu, R)— L (u, X), Ff) = TH, VEER. 
Sys p, T B. 1-1 йж RT, Н. 


PLUR = Lytu, X), 
SN Bl az ya 2.3.6, BIA, Leu, X). МСС, ЕЮ. 

d FREH X RWCGH,N L, (a, Xy k МСС, ж 
Sb, BRB Jan Li, Xy—L (g, AURKA BR, i 
T, Lie, B —L,Q X) dE S T, ДЛ, T H w PR 
L.G, R)—L Gu, WEE. Ал Lite, X) WCG im, O 

定理 3.2.19 Hi<p<too, HJ X B RNP, 4 B 4x %, 
Lou, X) & RNP, u 
EW RAGED RE. W(QuoZess 是 任意 有 限 〈 完 备 ) 测 
Ж, G, 2,— La, BAAS и, 连续 的 向 量 测度 , 不 失 一 般 
FE RPE IGE) |] iua (EO VEEE. 
TEC О, 的 分 制 z = (Ey "ЕЈ, 0882 л = Gu F3, 
令 . 


oh GE 
f.,. (t = = 3 XV put Хғ) 


JU ERR, Fane „сбл, л) payee Fem le, Х) BR CH 
ot om EB ESF ECA, Fe x 生成 的 с 代数 ) 。 

由 于 1<b< +оо, X R RNP, 根 据 定理 2.2.9, EBLE oy 
的 ,如 果 我 们 证 明 它 是 (п, x n, X) A, 

首先 , Н Hódel FSR, 


|| Guay | - IL eo» xd | 
«(f IGE) xr “xrlda Y 


SIGE) xell, wm HOP, 其 中 二 + 二 =1， 
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Vay т iE (Qu xXxa X) 
P 


|| G(E) др |, 
F l 


= DD gg 080 
= > > Em pE) 
E E EI 


=< > ou) -u021) 
Etsi 


AIGE) |2, ооо (E), BE 4E F € Lou x s Xy ѓе 
фах р RAS |}, |'йшихи< +оо, fu 9. 


Ox 


ELl, X), Xj ase lh t. 
A edt =F. 9) OM fa, +) Leta, XK t XE ED = 0, 
易 见 €:2,—>Le(a, X) Жн, 可 测 的 ， T ELM, att) € Lt, 


LG, 3X». 
BAEZ, W 


Í. 


тит 


= іт 
Ti 


=lim 


тї 


其 中 


a 136 = 


LE, u CE) 


f G(E)du 
F 


the CF) d 
PP u Á (Eyz (F) XxEiX FG, 


| car 


Хк __ I 
uF) du, 


u (E) 


> lim ( > Xr 


AE€1 т Fer 


GE) du - GOD, 


GE) du 
F 


urbs — Xr 


uk) eG), 


(х) 


是 一 个 L (u, OR, EMAF CCE). 
因此 ， 


GA) =| edu, vA e X, 
Be = >, 10, OR RNP. EE. 


下 面 我 们 证 明 UR 关于 Lota, X) 是 稳定 为 ,为 此 先 证 明 一 个 - 
引 理 ,这 个 引 理 本 身 也 十 分 重要 。 
引 理 3.2.20 ЖХ), RE —- 9l — ks Banach 空间 ,如 果 - 
它们 具有 共同 凸 性 模 , 即 对 任意 8770, 
5(e) =infd,(e)>0, 


其 中 (ORR X. EBL X = (EPX) Ba <p 
«+оо, 

特别 地 ,车 六 是 UR, Ii 

LOO = {x = Gi s € X, [al = (Bx? P< non] 
Æ ОК, 1<р< +оо, 

证 明 (FR x= (х), y=) EX, txl = 1у1=1,. 
Ix— yl ре, 

(1》 先 考虑 特殊 情况 ， H lel = Lyn! а Үп, 

& c. = |х, ~ у, 1, WJ 

|x, + y. 1<2а(1 - a(-&-)), 


He 
lx + y| = (Zl. + yal?) 
s(a- вә. 


5 os n-8- #}, i FH (3.6) 3%, 
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lx+ y| (Z aa -o(-2-)) 


ЕСИ 
а= (а), B= Go 


а, = fla) "со, 
0 


"o 
0 nca 


P= La (1-5) SO), һә 
Jj a, 8 C 1,, A 


(52) = fx] =1, 
Е 181<1, 3 R. Hi T 4 n€ o 时 a(-2-)>0(£), м n&g 
Лу, CoS Ta, k ЕН п, CoS 2an Ж 
la- 8|>( Xa(i - (елуу 
20-408) во 
> AI ED: 
>101-9(2))е- Bernt 
»16-42) Ciro?) 


21609 6-2) 
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ECT ls 是 一 致 的 , gr qupd 9 Н) + 有 


la + 812 (1 - o (Seo (7), 


此 中 Со) 3s 1, Bu I PERS. 
gio AUAM. 
Ix y 120-7 nC», 
其 中 
nie) =6,(5e6(£)), 
(2) 一 般 情 况 : 令 = | 


= [xd 
iy, „|” 


RI focal = 18,1, Vn, it In] =l, 其 中 sx= (z) 25, Н. 
[x- el le yi- i7- ei (risa tna) 
(а) Ж 


(3.83 


(3itis-1 1.1 DES (2), 
ау «(са + ly, by «xa - 6,(n(£))). 


(b) # 
(Sii - iP) (5), 
nid s(5)«5. BBEG.9 RA 


则 


Ё Be . 
х- a|s- — = — 
jx 一 152 27. 


"UTI КОШ 
le eed (1 - n(£)). 
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Ye) 
[x yl e+ to 2l<2(1-n(£))+n(£) 


0-05) 
nite) = min( > (+ Jae) (- 1n(£)), 


BA] X ОВ, HELE, 

EE 3.2.21 Hil<p<+oo, ii) X BUR š RQ o4 
L (u, X) UR, 

证 明 由 于 UR 空间 的 子 空间 是 UR, 故 只 须 证 明 必 要 性 。 

Be Х ж UR, HS) 3.2.20, 1,00 St UR, B LC ER 
3900, RRB (0) =1, 

ER f.geLo(u,X), |fl<1,lel<1, if—gllc. 取 可 数值 
MRAR а, MEM ESPERTI ESSI 

ffi) 16-71202). 

WE ON — 4 nO I (ED (Bl Е, ПЕ, = ф, пут, E, € >, 

:9= UE, fi 


Iy- = (È| jsi- lxs 
E 


4 


f = Xxx: g'= 2wixs,» 
j=1 i 4-1 , 


URB x4y,c X. 
B Lu X) EXE SA, 


TAS sita cgo y, л = (Bly Pu (Ep у, 


glo (lu eB)” 
del 


1 
I^ rg i= (Sis, + yao) . 
W 
i 
а= Gyr (EV me. B= (уш Eo) € tX), 


H [elsi [81<1, 
le- Ві = H^ -g'lmIf-al-if-f'i- ieg] 


> -9 


由 于 1s(X) 是 一 致 下 的 , 它 的 凸 性 模 为 SCO, M 
+1 = Га в1<2(1-0(.2)), 


从 而 
H+S +g РР e-e] 
«p (2) HG) 
6-8). 
a 


即 知 Lu, X) UR. EE, 

定理 3.2.22 Ж1<р< +оо, Wi X R. US, 4 H (y 35 
Liiu, X) 是 US, 

证 明 PRU X AE US HR X* ОК, Н US zzf8] ДЕЧ Б. 
的 ,根据 定理 3.2.21 RER 3.2.17 即 得 所 要 证 的 结论 .证 毕 。 

定理 3.2.28. Bi<p< +c, EL, (u) ЖЕ ARAM, 1,00, X) 
十 亚 自 反 的 , 则 站 是 自 反 的 。 | 

证 明 BL, DEAE, UL ER PO БЕЛЕ BEES TSA 
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HRY RA, X 也 是 亚 自 反 的 ， 从 而 X*. X** RNP OL 
Б 081-1) р.199, p.328). 外 定理 3.2.16 4g, Liu, X) ""ex 
Aot, X**» d 

LG, Xo **/L, (ш, XL, X* 10и, X) 

aLi, XR) / Lotu, Xo = Ти, ХЭТ. (и, RO /L, (u, X) 

=L (z, XXDLIGOQ-- OLG Lolu, Xj. 

AF LO ЗЕЛ. Lau, XO AE ia MEAP n — 0, 0] X. 是 
AR. ЕФ, 
EE 8.2.24. icp +оо, Wi 
L, (u, X) B. KMP «—L,(u, X) EL RNP, 

证 明 Schachermayer(Sc-2) {也 网 (N-1)) HE HH L, CX y JE 
KMP, И ХО RNP 空间 , 修改 Neidinge(N-1) (i ШЕН sr Bl n] 455 
LO JE KMP, HJ X 3E RNP Sil, 但 易 见 LOO RES BF 
LG, 外) 的 一 个 子 空间 , 故 册 KMP 2s AR {ЗИЛ KMP Hi 
Wi, Æ Lu, X): KMP WX Н RNP, uri. 

Ж Lin X)8y KMP 稳定 性 等 价 于 著名 的 Open 问题 ;RNP 
5 KMP Ez 3X ft Ed RNP = KMP). i] 

ArT ESAE HY NS) 关于 LG ХУШ ЖАЗ TE 321] ЛЬ 
个 引 理 ， 

WACA Banach 空间 X 称 为 其 NS, NUR X WEA 
BIS A, Dx A, Mi 

sup('x - узус A}<diamA = ([y—-2|:y,2C A}, 
HH A x€ А 称 为 入 的 非 直 径 点 。 

定义 3.2.1 Banach E) X qf А Pee NS， 如 果 对 
A p ЕИ ЛЕНИН C,C 具有 一 个 非 直径 点 。 

FEM 8.2.2 {x 445 CZ XD Sg EAS H X), 5 diam(x.} 4A 
< + co, H 

limi x,- x] =diamix,},%, Vx&cotxo Zi. 


定义 3.2.3 (x. (CX) 称 为 极限 常数 序列 ,如 组 
- 1426 


lim|x, – х] =a>0, VxE сох) ка 


(其 中 a 为 有 限 数 }。 

定理 3.2.25 i A JE Banach 空间 X HATER, m TFAE; 

(1) АВ NS, | 

(2 ASL (№51), WA 中 不 存在 直径 序列 (x), E 得 、 
сох.) C А, 

(3) AH(NS2), BLA TASTE BOR UT AI {х„) а, 个 得 
co(x,) СА. 


(4) A E. ONS3D , REEE RAPA Un. ats, fco (x0 CAs 


且 . 
lim[x,- x = limfx,— x,|>0, VE, 18 N, 
其 中 | 
- 1 < 
"TY. 2х 
Е 


证 明 (NS) => (МӘ) ИГЕ {х„} tE co) e 
СА, МЕ x € co Go) к, 
sup {lx— yliy Ecolan) A yz sup |x= x] 


2limlx- х,{ = diamú(x,) 2, = diam co (x «A. 


从 而 . 
inf | sup  „ [x-yl=diam сох) ， 
x€cg Urn) nnl p€ca (X AY pul 


HARENS, Ш, 
(NS1) => (NS) # ARR NS， 则 存在 A BJ PEB] РЖ: 
A WHE xE A, 都 是 A MAE, x€ A, 
sup fx- y| =diam(A), 
yeaa ' 
EE: x;,€ Ai, Hx, € Ar 8 1xi— x| >diam(A D ~ 1, В 
T Ga + хә ЄА,, 3x4 ЄА,, 


DIEA 


B 

x,— + (x; +xa) |>diam (AD -4s 
继续 下 去 ,一 般 地 , 因 

ASE A Эх € Ay 
使 
С 
Xari” rb > бат (А, -1. 
根据 构造 法 ,对 任 
х = XE соб 5, 


(EH Ai >0, Be, =1), 4 А= тах Ai, 


HEEE n,3H ul Ву, 令 A, = А, = 0, Hl] 
Ina E Avil = | Xa+ 7 Dra 


П ^ 
—.t. A _ 1 一 А -— 
224 Xati L3 zo AO x x 
iram) - L)- nàdiam(A) +diam(Ay) 


= diam(À y – 2 2diam(A,) --= 
其 而 对 人 性 x € colaen) к, 


lim |x- x| = diam (AD = diam (Xe) acs 
BD A 中 存在 直径 序列 , 妈 A 3ECONSD. GER, 
(NS2) ==» (N51) 显然 。 
NSD => (NSD) F fé dE BR IR 5 PP {х„} шл, B: 
COON sa СА, 


lim Vy xi = 40, Vx COCK) a1. 


n 
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可 选 G2 В] (Ha) nas TE 
PEE I<a(1 +1), Vaak, 


4 
у= e et cote 
290] 
[yaz |а ui ра phim 
= |е ин) + (gh (oum) Н 
«(eh (à d) G +1)a-a, Vnzk, 
AX 


k 
а:220, >e; = 1, 
f=] 
lim |y,- È «id =lim| 2 Lu- 2 ао 
un a7 ау = dH] —— 下 + 十 一 下 | 一 сту: 
5 y 4-1 Уг: п nri 1 п ! fut y 
= lim |. +L (н. H.+12) -E«x| 
n п 4-1 
А А 
= Ит | и.а Daw, 


“tim [so Boo | =a 
“<《 节 后 一 式 是 由 于 y € co(x.) X, ik 


k 
> ay € co(x,) 1). 
Kat 
lim (у= y,|=a=diam(y ats Vy € coty) 45. 


Ж (v) EAEI, B собу.) Cole CA. Ш, 
(NS3) ==» (№52) 显然 ， 
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(NS2)——(NS3) ЖҮРЕ RAAF Ce), Ë col) ea H 
а= іт |х, = x4] = lim| x,- 1220, Vk,l € N, 


下 面 要 证 ， XE x = хь» 有 lim| x, - xi =a, Hope 0, 


J À = max a,, M) 
lei! 


a «lim Ix, 9142, tim( [e Sd + ЖА - AD len- 1) 
^ Al л "PSI i21 


_ 3-1 ij; TEE PM 
= — ata lim |x, Жока! 
"m . 
ax lim Lx, Sax 
n #-1 
«Tim |», - $ ax | <a, 
h 1-1 
所 以 ， 


lim |a- Een] =a, 
t | 2-1 
Bp GO v 是 极限 常数 序列 , 且 co(x,) sac A. 证 毕 。 

定理 3.2.26 BCX). 是 一 列 具 NS 的 Banach 2 ],1<ф 
«eo, MX = (BOX: )o n Ns. 

fm] 
证 明 AXA NS, НУ 5.2.25, PIE (х) СХ, 
lim а, xf = diam lx, na> 0, Vee COCK) a. 
RRRA TIONES Oe ZO ERT REN, 
gD = Пт |x.CD — x (|. Vie N, 

其 中 x. GOD. 

我 们 说 , 必 人 存在 in ho, tE m C0 AO, EEE, T Vi, Vk, 
wii) = 0, Mig xali) >x Мі, ky f xslt) = хб), Vk,l, i, 
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Zx xi Vk, x 9 diam(x 470 FA! 
考虑 Х. 中 Gn Go ис, 这 个 序列 ,对 尾 x Go) € co Gc (000 45, 
B 
n-t м-1 
y= Zug 2,20, Эа, =1, 
J х0) = LIEN pij 
i ( Ix. (i) - х. (D | ) it m = EF T Nka |—>diam(x,) 2, 
Edea rD D hy = Dx y|——diam(xK,) zs 


|1 (x ~ xa OD +4 Сре ур Sil 


> |а, +) p 


3X 


| | da. @ ~ xa Ф Jy 
xs CO -0D DA ly —7 diam (хл 

JA H Eo A Е CBX М BET Ce) he 

(уд А Х,1х„Ї-—>а, }у„}—®а, i Ix, + y,|—a, 
有 le- y, ]—>0) 81, 

la, 0) ~ x Ci) | ~ [lx CO — y CD 1—20, Vi, 

" | 

lim |x, Cio) — y Cie) | = lim: [x Cig) ~ x4 (ia) | = ze G), 
ЫП 

lim [а Cio? — aig) = m GO, Vaio) E cox, (iay) 21 
5.5 X, ANS, А8 (NS2) 38. itu. 

A2 Tx LG, XD NS, 我 们 还 需要 几 个 引 理 . 


引 理 3.2.27 1 670, (xi, Xas X40 CX, [eni Xf 
> diam (x15 ,Xa X09) — ë, M 
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d(co(x) гы» Xar iam (X45 "Xa Xari) 7 ПЕ, 
其 中 
2d Nx. 


1-1 
x o. a 
Xr Hj {ЕЖУ = 21 asx: € co(x;) ^ GE aio, >а, =1), 
ёт = 


e yi = G xi Ouid aue, 


ya = Ga X, Ug X tee + AX, 


у. = Gu, + irs) Tc FEED (TI 
则 OD Cco(xo ‚В. 


1Sty, = 1 i 215 


H i=l 


ж 


Гаа. Yl diamx, *,.x,,4) — пе, 


hy 


diam (x 91 е |, X, = |x,, i Fel 
п 
= LIe- ур) 
n j=l 
«lxbx- y| 
Н j-i 


cT P 1 Фіат: yl. diam(x) i - E. 


= diam(x) fi = e, 


FSi, 
X GG RICE, id 


» 
ADP ix) = 2х, 一 al’ at fee Xall? 
1-1 


Be 3.2.28 Er GOTH CX, (Xa, ty X. I (ху, "ts X. 
1= p< + eo, bi AX ns ry Xp Sd Guys xus Mats Ri 
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和 


| _ 1 . 
Els. c z, bises iij . & 


ча , | lx ? 
«аа-а ~My Ха -1$ el . 


证 明 
|= BS] = [Sof 
Gres) 
en Gh esce) 
«ties 


| -h (x - (snc 0) 
(根据 | .|* 凸 性 


з 
1 
= 


г x. xF 
mien. 


(根据 | :站 同性 > 


tae = хп? 
та, 


n | Baa iX 
14 P , 
«15-а + m Iza nl, 
f i=l jtn "g 
从 而 
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> Iasi aa оаа) 
i "n kia } 
a л np 
=> атара E ZC, = xp] " 
证 毕 。 
i 这 个 引 理 表明 取 子 列 上 后 42°) >. П 
引 理 3.2.29 #21<p< +оо, Ш TFAE, 
(0 XAR NS, 
(2) XH (eden, 650 (递减 趋 于 0 )， 存 在 有 界 序 列 


(х) T 
diam (x,),2, -limd(co(x0,*,, x, D zl XI < e,, 


(3) ДЕЛЕ CU a-l +Ë, NO, (Gc C X ft АЎ Du. A 

0<lim|x,+, +. EAM =diarn(x,) fel < + oo, VR, 

TEAR (1) == (2) # ХАА. №, Be GO qs f e, "` 0. ШУА 
3.2.25 AGE BA Al, T UE PLP (х„) CX, f 


dist (coxa) 3,5 Xan > diam (x,) aa ~ das 


其 中 
. . e, NL 

а, = diam (x) 5 — (diam (x,) д) - © }*, 

ix 
0< ADE x) = Dilla: x |= Rx i x. ||” 
j=l 

<n(diam(x,),2, )?-n(diam(x,) — @)? 

= п(біат (ax, 42 ) - n(diam(x,) ис +e, = En 
ІФ. 


(2) — (3) BADA, FE er 50, 及 有 界 序列 n)a 
СХ, ADP x) Le, HO<limd (xq, i co(x) т) = diam be.) zà 


< + 00, XS — U) k, 


0< diam(x,) y, = т Сх, co (x) 5.) 
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= lim ad (xn у» (x) 295 lim ЕЛЕ diam (x,) acl 


< + e°, T 
lim |а x4] = diam (x) Z » Vk, 


Вр С30 K ar. WEE. 
(3) =>) PEED ra En Os (x) CC K EAE) 
<е,» A ` | . B 
O< Tim о, x4] = diam (xy < + eos 
国定 天 ,对 т;>Ё, 由 避 理 3:72.28 有 ， 
(cx |x. ~ xjl^ 7 хна 15 i^ «AX: m 


& m-——»c9, 风 


O<k(diam (xa) audi k lim [КЕР 一 x, = 0. 


故 


lim Ix. — El = diam (255, Vk. 


由 定理 3.2.25 4, X RANS, АП X PH NS, EH. ` 
引 理 3.2.30 P IKPA toe, (x) CX, 
| lim — x, | =M>0, Vhs lim АЗ ох) =0, 
2 
lim xai lm =M, Wk, 
. * |. Ej - 
证 明 ЈЕ Е, 9128 3.2.28 知 


ls TES al: mi [5,1 080, 
3-1 . 


19 Lu — LAs? s 

р Е xil БА (эч) | ul. 
. k 

<p Blt nl | 

Boc vs 


ч Xara 一 zl’ 
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сБ Wl? 的 西 人性 得 到 )。 央 此 ， 


М? = «lim læn- x P< M>, 


故 
lim lya s | = M, 

证 毕 。 

定理 8.2.31 ECOL Z, п) JE RTI BE SH, 1<р< +оо, 由 
XBNS, HEARS L (u, X) ЯА NS, | 

WEB] 只 须 证 必要 人 狂 , 由 于 正规 结构 是 序列 决定 的 ; 且 对 每 个 
FEL” X) f R o ARE MODULE o AMM 2 BIT, {Н 
ME o 有 限 测度 z, 

# = Hi + His 
其 中 t 4 TY BR TM RE us 为 5 有限 非 原子 测度 ;此 时 有 
L,(u, X) =1„‹и„ X} BL as, X035 

由 定理 3.2.26 SU RAE Leta, 30. NS, FOR и Ж o 有 限 非 原 
THE EGET u B о od EEE RU | 


L, (us X) = (Sero. х), 


其 中 Е B EF. 
” 四 由 定理 3.2.2611, AEH ЖБ ЗЕ WU BE BP, 

Lor, X) B NS, 

ЕЖЕН (0, Xo 是 木 含 原子 的 概率 测度 空间 {有 即 
D =1), 考 虑 空间 Lely X). 

反 证 法 # L.Gn ХОЉА. NS 由 引 理 3.2.2902) m. dm 38 必 
ж, ER а EXE Lon, XY 中 序列 (fo 使 

(D 12diam (f, = lim d(fo i co(f) 2). 


(2) 0<AZ2 fs) xi. 


НЯ 3.2.25, AMR t, € Q, fit 
^ 152» 


lim Nf fo) — fact] = M> 0, Vk 
n 


lim If... (ы) — Falta) | = M, Vk, 


HEIR 3.2.30, REH t, € O, fit 
(a) lim Р) — felto | = M>0, VR, 


(b) lim JEEG) 50, 
A 
СРО fD -ala PD, 
жн +H? ВВЕ Я 8. (0020, 由 条 件 (2)， 
{ваи <4, 


OEE, È а. EB АЛТ 


8.00) 5,0, 
E 
аха) 2:30 (8.9) 
QE E nup 3.2.28 Ros (GOD ТА ЖЕЙ ДЕР (f, (0)) 名 ;也 有 
Az, 250). 
对 固定 ml, 
1=lim dd. cocdotzb« tim | r.- E q-«ro| 
&lim TO - ro [+ bee) -fenbl 
Pie) 
SL 
pi 


lim | кч - fat) l +10 лр |, =1, 


Pin) | 
т 1и) X. Hi ЖЕРЕ CD И " 
lim KUAC - ftt | 一 if.) 一 һа p fl Lyte) = 0, 
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使 用 对 角 线 方法 ,我 们 得 到 (FLOOD р UD id4E F (00,1) > 
4H f,=0, НЕ m 1, | 
ы - MO — fab |) 
= [ifa — fool СО. || 239, (3.10) 
BUT [£O | 1e, co m1. ПАН GO ял ЖИЙ EAT, 3E 
uc pe nM CF.) ЕМУР 0,36 2, E 
Oe (25 — 1) (2? +9), 
Erg —-,4BA«N NCBI nN 有 
Р £ 
Ifall- EN 


Hi Egoroff 定理 ， ifa) sal 4G TA US eG nay? 使 该 子 列 Gia net 
JLP -- BOR 0, Hr CO, Z , ys ЧЕДА А, 利用 fw OO 1^ B] 28 
对 连续 性 ,可 选 # n WEE Ж A, E ио ONA 20, 


Е 
? 


F d. E 4 上 一 致 疏 伍 于 0, 选取 自然 数 >No ti 
|F x | < M » [fiXoal 21-е, 


Usu Хо л) 26 Ms, X411 €. 


> 
g’ = fx, Mas h’= fiXa лэ 
MH e 选 法 知 ， 
1> lfs, В le? -h |- [fy ~ gil- IR- fl 
22-20 -g- g>], 
FA Ж ИҢ (f) A ECF 0. 
HT |1, Vn, WEE O> 0, E>O S (Ff. na 的 子 列 OG 

WHE СР ЛО, МХАТ» — Wf, = 0, B (E > é>0, 其 中 

B,= {teas $> Р 26}. 
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H (3. 10) 式 ， зж СЕ, 0G 
Р Сва) | — ifo ~ falto) {1—>0, VmeN, (3.14) 


FEU (to), BJ yp] Gnd (OO д), 8: 

lim Ifat | =M GO, 

Ati. d G.A, 
lim "f,(fo) - ftt | 2 M0, Vm, 
3.9) 51,81 
lim AFIA) = 0, 

XC HEREAESIMÁA E30 GOD UR t € 0, д GOOD, x 5X 
JENS FS. TEE. — 

io ”这 个 定理 是 由 M.A.Smith 和 B.Turret(S-T-2) 得 到 
的 ,而 上述 形 式 是 由 本 书 必 者 简化 的 。 

关于 NS 的 一 个 Open AMZ. 着 KIN 是 具 NS 的 一 列 
Banach ia, X & X=(DOX%) A NS? Ct F(SOX,) f 
A, i Wy —- 4 RAD. F] 

由 定理 3,2.14 4, Lo X) H CH AY L (a, X) BHR. 
M.A.Smith #1 B.Turret fn]. = X Æ HR Sih X* EERNP, 
mi X ЖО MLUR2(S-M-1), 

Кадес т TER, Е 题 给 以 表 定 的 回答 。 

定理 3.2.32 E X RHR, ALCyX, B] X J: 
MLUR, 

TEA) BEE SCX), DCX, lx + 09-1, 要 证 

XD | 

反 证 法 , 若 GO EFF Uie Ge) 2), 1o 02 0, 
Xn. о. 

Р х.) 是 有 界 的 , B. CX, d Rosenthal B) 1, FF 
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征 定 理 ( 见 定理 6.2)，(x aa AF CHIC dE Go) a) AE wCauchy 
ERI Goat ВОНГ ER, SN, xm ys Ш хь 
>ó 0, ak y==-0, Ë. 
lim Ixty i= lim |x+x,| = 1, 
ixi; X 4E R P. 
XE CO an BI I GDREGOSO),f 
| xs 一 Xia Zn70, Vn, 

jj 


“0 
Kar 7 Mant —— Yy 


Ж 


由 范 数 的 v TEETE ЛҮ 


1-ixiclim |æ + T Gros она) 
= lim lx + т (Fenn Kane) | 


« A lim (|æ + oe] е eal #1, 
Ak 
lim |х + 1 (Xen Xone | = 1, 
H F ХАИН} л, 
go te T Mane X 


因此 ， 
Qana lim | — Xenerll =O» 
FAP. 
ж b X* JE RNP= 1, . X { 见 定 理 6.2 )， 故 
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Kadec FH BAS LEE A, B.L.Lin fs P.K.Lin(L-L-D 3 
广 子 上 述 结 果 证 明了 下 面 的 定理 (定理 3.2.33)。 口 ] 

为 了 进一步 讨论 ,我 们 再 引入 几 个 年 六 。 

3.2.4 ША E Banach #0 X WARM DR, x € A 
ЖБ А Ш Hj U) k (enting 点 ), Au ҖЕ Ж] Ve>0, xE со (AN 
B(xo 2), ДП Bio; = (уЄ Xs |y xol ek. 

gx 3.2.5 Banach 空间 X ОУ G 空间 ,如 条 SCX) 的 每 个 
EE UCAS RT IL. 

EE 3.2.88 BX XE HR 2N, lC X, WX E G 25|, 

证 明 易 见 ,车 于 的 每 个 可 分 子 空间 是 G 28, X k: G = 
[HR ge X 是 可 分 的 ， 

БИЕ. ТЕЛЕ x € 8 CO, Bit x IS EEUU OO np дд, JA T 
存在 6220, xo Cor (U OONB Ge 8))。 下 面 分 几 步 进行 


(D RE aa UNB an BL, Ж 


x€ UNB xo e) ‚ШШЩ X SRW, CX, AYR Rosen- 
thal & 1, SERRE a Cee 6.2.25 8 X aa С.Х, 
则 对 X PPAR A, MCA RARER ACA, 使 得 
x, M. XA LEE (ew) CU (X), х, о1о, Wn, dix, >> 
Хоп» 由 于 范 数 的 40 下 半 连 续 性 ， 


lim |х, [= [xo] = 1, 
" 


ШЕШ X H. H 性质, 知 x, эхо, Ix, x ee PB. 


(2) 由 第 (1) a x UAN B 5" Alt, FES >O, 
xl. x. Хх", fl 

(QU OOXBOw е) Mix Xil ix, 7 х) 0, 1 kn) 中 
即 


UNB xo U (x € Xixi (x) «xp iad —8}, 
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^ 
M,- {xE U(X) BCe) xt (х) xx G 9). 
则 
U(X)\ BG ©) =й М,. 


从 而 on 
x» € 2000 (XN Bixo e)) s co( U M. ). 


但 注意 
Ko (x € Xy x (x) <x} (x) — 01 Dco(My), k= ‚е, 
(3) 我 们 说 一 定 存 在 ys CX* K n> 0, iE 
x; E co(M,, m) U M,, QD), 
EPM OD = (UX В(хо, 00 (14x € X; yt (x) « y* (x) — nb» 
Mem = (UCX)\B(x.,2)) lUe € X; z* (xy <z*(xa) => n). 
ЭК, xa € co(M,U M2), WR y" = xl, 2% = хі, лед Bh 
aJ, FW x S co(M,UM,), B| 350 X y* c X*, fii 
y*(M,U M.) «y* (ху) — 8”, 
ЭЛ | 
M,UM.CM,* (67) CU (X)NB(x e), 
从 而 
co (U (XOXB (хоз 9) CC co( M,,CÓO UMU U MO, 
# 
x. € cocM,, (^) UM,), 
RT Bes Sr, Aa ba ЕЛГЫР, MENES 
it. 
(4) CBW, Dx € co( M, (1р) ), у. С cot MOD fi 
с.х. + (1 — d, y, — Xss К 


xo co(M,, (т) U co(M.. (0), 
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б<; lim а, lim a,«1, 
di x,€ cot M, GOD) C (x € Xs. y*(x)<y* Ga), 7 1), Ж 
Ex. 7 x12» 2, TB Ny. — x1 77 2. A, [x.- y. 57-0 CR BU 
х. ах. (— ay. = (1-— a, х »,1—9, - 

ЯД х,о, FAD, КЕЗ mm 不 是 U(X) 的 强 端 点 ( 见 定义 
3.1.6 fi), fii Кадес 定理 (定理 3.2.32) ,xo 是 U(X) 的 强 端 
BA. ШЕР. 

+ 容易 证 明 ( 例 见 定理 3.2.36)G 一 >MLUR， & 定理 
3.2.83 BP Y E 3.2.32, 0O 

EE 9.2.94 Bicpcics, X ж G 空间 ， M Lun 3) AH 

证 明 2 FO TCS (Lele, XD. f ES XD f f, 

ЕЖ ge L, a, XD", tE eC) =1= 141, DU 


1 1 
зр РС ТР | 
7 If. co E fe | byte) 


Ll ifer FI gf. D, 
故 
f. E+ Ou = 1s 
WHF 100) 8, RED 0 | 

lim Hf. to D Е, оо = 9, 
如 果 必 要 转 到 子 序列 ,有 

PRORBSESI CUR 
МИЫ ЕИ, ERI F, Wr BLUE 
{Юр = J£ co l, VEC OQ, n. 
RHE TERME k, 2 


Em {ы ift - nol HOI) 
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LU 
f. If (D — f. (D du 


= |, IKD- dut и-н 
"sd 1 DE. 
$ j Tj 1 
< wore] гаш, 
对 任 60, ЖЕ RAK р, MI 


p лаи older Let. 
因此 ,为 了 证 明 f, 一 > 只 须 证 对 任何 hEN， 
lim | lf de=0, (3.129 
假设 (3.12) 不 成 立 , 则 存在 07 0 FRE N, it 
} [FO du 6, 对 无 限 多 个 成立。 
转 到 子 列 ,可 假设 对 任何 ic N, 
f IF Риб, (3.13) 
KF f... P, IB Mazur g, XF484 m € N, ЕЕ Car) tn, JE 
а? 2:0, Stay = 1 


В. 
Хат. 一 fed. 
RITU RB 


Bah sf. 
& 
АСА) = | iro ras vA ez, 
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对 每 个 m. 
sim) =Í tea атда, O> >}, 


由 于 
а. Saxo  DdAw 
2 Sim? fl ih 
>Í Sotxe (ЕА) 
Of] ine . 
Nm 
= Dat A (E) 26 » 
mt 
N 
asim >| атха, (04A (D 
` é 6 
5-0-0. 
= 2 2? 
4 
S= lim S(m) = {Є Qs EG SC) © 
对 无 限 多 个 т), à 
А (8) > Tim А 05 (т) > 2 59 
HSA, 
BT 
N 
> an (0 ES EOD, 
故 存在 ES, 


Sar ao Fo), 
4 T = (mt, C Es ut, * „ебет, MET т, М 


> Ži THO, Н, 
hy 
Sor f: (ty) => atf (fo) х arf (ts) 
EET мы Д . f 


“БТ = 


-(= а) . - s у 


ГЕТ ieT 
LEi N p 1i & N m (4 qi 
. Tien m 
а" 
i 
+(Z a)m ayy het, 
i¢T PET a” 
1SicNm йз» LikT i 
темы 


EGD - fao у AES араш] = аЬ, 


АХАС а], Р) &cotidosic T), њр 50), 对 
无 限 多 个 т, HR m ff 1>а„>9, Дир 


а. = > ат, 
ЄТ 
LEEN m 
xa = У JD fit, у. = У) 9; Fi), 


ieT igr l-an 
1EizNa LEEN m 


bu а.х + (1 一 a, y,——cf(t), RNG Gal, 事实 E, fi Di 
Ca 一 > Ji] хаР) fE х. сос, cT iG TOG 
f Ecos (ЧЄ T) 
FA, Ка. 3-1, 
00 ЫИ [xe у 30, SESE FE. ENEA temto Шю 
不 可 能 的 ， 
如 果 必 要 转 到 子 列 ,存在 90 使 |хь— yell >> 0, Үт, H 
5 < lin g. lim а,<1, 
ің Я.Х + (1 ~ Ga) Ye —— f (ta) E] 1х 4 BH fao T RR M 《或 确切 
ЧӘ E DLE "NON 
是 可 四 点 ); Ay D n] qul y ДЕШ LSE 883.2.36) FE Е. À 
> 162% 


定理 3.2.85 Ж 1<p<+00,1,c,,X, JW TFAE; 
(D X &HR; 
(2) X # G, 
(3) Lsi, X) E: HR; 
a L,Cu, X) ÆG. 
证 明 AS X R G Sw, ЩХ Е HR 空间 (定理 3， 2.36 和 
定理 3.2.38), Н l, X, WUC LEG, X) (Рі-1), BA ж 
PA 3.2.33, 98 3.2.34 即 得 。 证 毕 。 
"КП ЖЖ TS AA PE, E f € SQL X) E 端 
点 .光滑 点 . 暴 托 点 等 问题 ， 为 此 ,我 们 引入 一 些 定义 , 弄 清 各 种 点 
ZB X, 
定义 3.2.6 HA B. Banach Zl] X лт, 
(1) x, € A RA A BO SERE x LAUR 3x* eX", fi 
x* (ха) 7 x* CAMP, 
On € A 称 为 A, 的 强暴 露点 , 如 果 3x* € X^, 8 
x * (x 77x* CAM D, 
CHB xo 2g A HARE AR), ELEE Gc ce CL X x G0 —x* (xp), WJ 


Жа Xs. 


(3) xa C A SOS ARORA, Wy, 2A, x = GO „Жу = 


=o, EH xo € extA (extA 表示 А BJ AHEAD. 
(4) xo € A RH AM o" HA, WE za € (ext A*; 门 入, 其 中 
А RABE X" PHA w* 闭 亿 (严格 地 说 ，Jxv € (extJ A*)- 
ПЈА, ETT J: X—X** Ritmo m. 
(5) xo€ А RAN A В, XD EE o> 0,28 >0 , 使 得 当 : 
››вЄ А,|х---(у+а)|<й 
时 ,有 [у 21е, Sir, 38% 


«ыл од СА, |a= буо |—>0, 
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M ха Ун 0, : 
RAEAN 3.2.4 中 纵 出 可 四 点 的 定义 ,xo € A BA A BY ur 
il eg, SEHE 20, хб coC ANB (xoye)), 其 中 
Binge) = (yC X, iy xal eb, 
在 定义 8. 1.22 中 已 给 出 和 的 PC Eug Xa ЖГ. CA, w) —9 
GA, PD Æ x € А ESE, WU z, H] A BJ PC А, 
" A 是 Banach 空间 X WAAR, Wa PAESI 


EI £j 
L (定理 3.2 ,36) 
(定理 3.2 38) 可 站 点 
/ J 95 2.365 


/ EI 
Pag 


5 业 932. п) BBA 
* "端点 
端点 


(oO ЖЫ 3.2.44, 

Ж 3.2.36 ZA} Banach SX (xg 2 Bl SHE, 则 

(1) 35 xo JE A DJum A, HU x BARAT 

(2) d xÚ FEA BU ET IU ex, BH] xs А КН. 

证 明 (1) IRT x E А SER OR, Reese S(Xy*, {Ш 
хў (xe) > x5 (A\ (0d), НЧ (x) СА, aed axi GO r, 有 
X4,——* Xà, | 

RHE £720,707 0, f {4% уЄА\В(хо, г) В, 有 

хобхо) at (у) + Ó, KX 
xo) — OD suptxt узус A\ Bixe} 
= eup(xi (Y); yC со(А\В(хо,е)}, 

故 xzo Š соб ANB Go €) Bi хо А BS ATA, HEB, 
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(2) W xe AEA Ну ал, Bi) 
Fe>0, Boyde (к) CA, uo 8€ 100), 


AE 
PES 5 (б.а) + (у, + ta) | Gent ж) — Oa tao рее, 

故 А 

lim (х,у) 2x, 

n 2 
且 当 严 充 分 大 时 ， 
lxo- x Et lso- yl> ie 
Bu 
E 

х,у. ANB(ao , 7.) 

Ë 


x, € со(А\В(х; , 2.)), 

ТИ, х А. Ше, 

定义 3.2.7 ША E Banach 5) X LS REY Ж, ad, 
х*ЄХ*, 

$(х*,а,А,›=={уЄ Азх* (у) > sup x* (A) - а} 
称 为 和 的 一 个 切片 。 
S*(x*,a,A)= lye Ayx*(y) > supx*(A) - a) 

称 为 4 的 一 个 开 切 片 。 

定理 3.2.37 x, AARDE А 的 可 句点 , 当 且 仅 当 X9 TE 
e>0,2A ff —- DI H- S" (ix*,a, A); Hi x € St Ox" a, AS, A 

diam S"(x*,a, A) «e, 

Ш “<= "se 2220, ARE. PEAR TI Sata, A) 
fi xy CS (e*,@,A)},diam S*¢x*,a, A) «e, УЄ ANB ix c2, PUJ 
Hj diam S'éx*, a, A) <e AM, y £S'(x* a, A), 1 
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A\ Bin, e) Eix E Asx* (x) < supx"*(A) — aj, 
从 而 
со CAXB(xi, e) ) CC (x A,x* (х) x;isupx" (A) - a}, 
ха со(А\В (хо, 8) , Е xo Ах À ВЈ ЩЕ. 
“<=” хол А у, MEA 
е0, хоб co (ANB( x, , =>), 
由 分 离 定 埋 , 存在 x*€ S(X*), a > 0, iE 
» * _. * — E : 
x* (x9) 79x" (x) ~ G> sup x со( A\ B(x, 3)3 
Фа = sup x* (A) - x* (х) +a, Ш ae, 
|x* (x9) = supx * (А) +a- а> sup x* cA) 一 
Wx € S' ix" a, A), H 5 SI | 
еы в E 
S (x »@,,AC B(x, 3! 
Mii diam S°(x*,a,,A)<e, iE, 


EE 3.2.38 Ят Ak Banach SAX MARA OR, F xe 


是 A WAT RI, M] x, EA fir PC 点 。 


LE RH x um CA x, Ly xs, HF x, HE A BT LA, ABE 


定理 3.2.37, X HT. Be 0, 3A [ЛИ S'(x* d, A), di 
x. CS (x OA, diam S'(x",a, A) «e, 


因为 х.х 故 当 н FLA KAT ES (х*,е, A), В, 4 n 充分 
KB, їх, x | «e, HB хохо, А хо А РС д, ШФ, 
819g 3.2.39 # AS Banach 25| X BA RR DS, I x, 


AR PC BSP ae). СХ", (х) c CA, FF 
lim x? (x2 = x} x0, Vi, 
т 
则 x,— Xo, 
TE BB 4-5% XHE п, Fx tae Nm) on ‚б„, 4i 
{yE Аз ху 0) | <d,, 1=i=mrn)) 
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= € Aiiy- xi] <1}, | 
将 xl," kta the tea HAR, dup mo XE 
(mei A, fi Jim xi (x) = x (хо), Vi, WAHE m. Xe mi. 74 
kon 时 ,有 
Ix Саа жу) | <ó, LAE том), 

Hed xj E XE, kn Bt, АЙ xxx. ШЕ. 

“<=” 对 任 n, 存 在 有 限 子 集 DICSQU) ,0,»0, tE 

{VE As јату x01 «9,3 € DJ CB(z 1)ПА, (3.14) 
事实 上 T ns ОХУНА T E D, RE 00,8 

Aix у x) |<8,х*є D.) B(x, E)NA, 
特别 地 ， | 

Aic € Ai Ixitr- x) 10) «(х 1 NA, 


Ai={ye A; | ai (y = xo | x = 1,2} +B(w л.) ПА, 
А,={уЄ Ailat(y— xo /<4,1<i<n} Bez) nA 


Ж y € ANB[ za 1), IA lim xt 62 = xt (xo, Vi, fü 
Ha * 


EASE 
Hu 


ET 1772: GIR, 
(3.14) BPA x, Ж A AY PC OA, HEH, 
ER 3.2.40 # AB Banach $0 X MAR, xo 
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A 的 РСА, Н. xv ИЛЕ A уйл, хо A Вул. 
证 明 A xo AHPC, A 5| 3E 3.2.3941, 1 dE 
(x; Jacl сХе, 使 得 当 коза СА, lim x; {х„) = =a; (xo), Vi, p 


X,——Ó5 Хо, 
Ж 


(y) oa, GOZCÀ, Mllim iO.) = Xs 


首先 ,我 们 注意 SÉ OOS AFF E ep 使 得 У.У, RL 
En >a — y,=z, A, 
Xt fo lus 
由 x, ЖА Beg. ME = ys so, Me lys 2) 一 >0。 现 在 证 明 
У. > Xo, MI z,—— х, BL | Ya — z,|—>0, 反 证 法 ， E Ya rx, 
则 OO ATH O) 使 [ys – хое, Vi, a, 
(ул) £5 RA FS, OY T5 CUS IE Ce) ,使 
[ys ; 7 Y4[270270,j AR, 
FAST ARE, HE (уо), IS P399. ICE (у), ;使 


lim x1») =d, lim x? (24) = bi, Vi, 


贴 | 

: af Ya; + Ze \_ oe = Рр 

іт (tm ) = x? (x) = 2 (a; +b) 

Yr jay + Ён; — a _ 1 

lim X; r(- 2 上 )==: (xo) = (6 + b) э. 
Bi A 

Ho + Bn;)-——-* ху, $ Os + ял) — Xp, 
Mitt 


Yri ДР —3À, 
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了 矛盾 ! 证 毕 。 | 

下 面 这 个 定理 是 十 分 重要 且 有 用 的 。 

定理 3.2.41 Ф А 3 Banach 空间 下 的 有 界 闭 凸 集 ， 则 xo. 
是 A Bb w* 端点 , 当 且 仅 当 ws 的 关于 各 的 相对 JF e ARA V AA 
A ЭРИН 5905", а, A), Ht x, € S" (x* a, AD, 

证 明 t=” ФУ Ay EA |х; yje E XLi. 
=н} х, 关于 A RA w JERR. 

AE, = (yC Ayal o —) 228) F i= {yE Aga} (xe — у) < Ey- 
i=l e,n, WE +, Fr пБ ЕТЕ Xt] B w* рр 
4), f&co( Ü (E: U Fp) 是 w^ Жа ЖОЕ Ж ALAR E 2 
li po ЯА ЭР o EIR), Bx. & EU Fr, Wi < 
LM HF s€ ext A*, tea E eo( CE: n F), A BOR, fe 


x* € ScX 0, 4k | _ 
* * er; fa 
x" (x) >a> sup x (co( u Es U F; у). 
Ж УЄАХУ,Ш ve u (E, UJ FD, i x* (у) xe, BH 
y&S(x*, supx*(A) -а,А), 
BGG Stx*, sup x* (A) - a, A)CYV, Вр x C S(x*, supx*(A) — a,. 
ACY, 证 毕 。 ` 
<<=" tix, = iot +y**),JErh x**,y** € А*,хучЕх*“,. 
BM ах ESX, i [xa 7 x* Ó (60, 对 某 个 6 С 
任 取 在 全 * 中 相对 w* HER 
V=(z** е А" | x? (x — 2** (xf) [| £e, d = Lym}, 
ay i | | 
ML (s€ Asla Cx, — 8) | «e, no. RE 
1<i<n) (s€ Aslag ао 12) 
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是 zx 关于 АҢА] 四 开 邻 域 ,由 假设 存在 S (у*, а, А), 
xi€ S (yt a, AJCV,, : 
LES 
sup y* (A) = sup y* (C А*) 
Оу? 看 作 X" BE), dC | 
x€S(*,a, A 5cVnis*e А*; 


IEF (x) сани Gp [< Š), 


2 
H 
x= i (** c x**), 
H x** ES(*,a, AK ` 
y**€Scy*,a, AS) CV, 


H V AERE, Axs y" Ж.К BA wt SX. ШОР, 

Ж 3.2.42. ЖА ж Banach Si X MAA Ж, Hm 
dé A UG w* XR h EL x, tie A EK) PC ;Je, m xo Jë A КАШ, 

证 明 Poo ft А 0 PC A, Ree > 0, wo 的 关于 A 的 相 
ЈЕ, Vi (£diamV <e, CHT x, 是 各 的 由 < 端点 ,根据 定理 
3.2.41, ЗА 的 开 切 片 S'Cx*, a, A) fli xo € S"(x" a, ACV, Ж 
而 diam S'(x* a, AD 之 8, 由 定理 3.2.37 5n, xo J& A BJ mp ULL UE 
tE, 


定理 3.2.43 d A E Banach SA ХИА, x, 是 
САО, JU ху ДЕ А HY wt 端点 。 


证 明 著 x 不 是 ATH wt 端点 ; 则 存在 x**,y**E А”, (E 
у**-=х**, B х=-р(х** + у**), 
xk ox*c X**, fl (хк уе) (хв) =1,ЩЖ (хл), (у) CA, (ii 


xe xt, у у?е, ДОЛИ, Н tens уз) >, {Н 
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i Gu yo S (tt + y**) = x, 
pz 
J Ga ty) — x 
REFE 
ар 0, Ха, =A, (д, (Yad ety 
使 


Beier 


y,z € A |o E) 一 4 
MMC n 


тт i — > PM 一 2! EM 


> lx (È os») dp 


РЕ b “| 


矛盾 ! 从 而 x, AE A Bj w UR. ub. | 

ZA 3.2.44 ЖА М Banach 20 X HAAR, x Ж. 
A йж, B. xa Ж A fj PC н, хо А АЦА. 

TER} AEE 3.2.40 An, x АД рд, Bi Е 
3.2.48 5n xj À BU o LIS I RE ee 3.2.42 58, x, 22 АНТИ 
mA IEE. 

下 面 我 们 叙述 一 些 * 点 态 ? 结 论 .关于 证 明 匈 相应 的 参考 文献 。 

(IT 端点 


(D fe€L,G,20, |{[=1 aed: U OO PI dS кд, Rl 


, ti | 
6171 »- 


是 UC Lea, X) AU Me CPEB 8.2.1), 
(23 (a) Greim (Gri) Be Ny ECL em, os X ZRREAMBI. fF 


E fe Suo Xo f 2: U(L,On, Хэ) 的 端点 ， 位 是 test 


а.е U (Xu Sa i Hob m I0,11E Borel By o 代数 上 
的 Lebesgue a ИР, 

(by PX АШ АНИ ЛЕН), quU Hausdorff ЖҮ fi, 
下 为 史上 正则 Borel ju Hr, WU f 3E Lotu, XO BRR ii => 


шур ae EU OD fH SaD, 


(с) d? X HLS) Banach ЗУ}, Q 5248 | 4 Be 8t Z3 [8], и JE 
QJ: Borel WE, WF 是 Lou, X) 的 单位 球 的 端点 ==> FO 


ПАЭТ 
ае 是 如 (CX) 的 端点 (J-1)， 
(1) WARI 
(OD 3⁄ X МУ; H I Banach & fa, fEl, X0, |fl=1. 


Ü GLa Fe U OO IU 38 IR ШР U dol, XO (0 RRRA 
(Gr-2). 
(2) ## fe S (L,“u,X)), g€SiLitu, Х)*) ,My 
cam Реја I9 РО, H g (D GRR fob, pk. 
g@)=f@)=0 (Gr-2), 
(3) арчы a, X>) ай Ез == ÍD aeg UOD 


qo | 
ПОЕ AR BR AR (Gr-3), 
(Т) 强 端点 


(D FES, XO), Eb ae UK) BUR AS f E 
171.0, X0) Vii i GET 3.2.7), 


(2) fESO,Q,300, fit Оа, а, ХН т 
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ae ОХУНА. (Sm-1), (Gr-2), 


(N) LUC 点 

Га Оа. и, X) 的 LUC й or ае 是 U(X) 的 
LUC AGER 3.2.5) (Gr-3), 

OD WEA 

f UL, OE ARIA m LO ае ОХ). 
0-1-2), 


注 М.А Smith (Sm-1) FA W 2 fi] L7] 
ЖУ 3.2.8 Banach fa] X Ej URWC, 如 果 对 任意 
&c X, Gn) nel ЕЛ (у) nei U (X) 5 lx, + У, | -— 2, 


E xe у. 10.6, Ша = 0, 
sP 3 3.2.9 Banach Zi i] X g: y LURWO, $ % Ir x, 


z€ K, (x) CU OX). |x] =1, jx. o x —m2, x Tz, We = x, 
TARA Bip Opens. 
(1) XÆ URWC=95L,(u,X) i£ URWC, 
(2) X E. LURWC-24929L,(u, X) dá LURWC, 


SEO BAM 


(А-1) K.T.Andrews Dunford-Pettis sets in the space: of 
. Bochner integrable functions. 

Math. Ann. 241(1974)35~41, | 

(B-1) Jong Sook Bae Reflexivity of a Banach space with 
uniformly normal structure, . 
Proc, A.M.S. (1984) .269-~270, 

(C-M-1) E.Casini & E. Maluta Fixed. points of uniformly 
Lipschitzian mappings in spaces with uniformly 


- 
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normal structure. 
Nonlinear Ana. Theory. Math. & Appl. vol.9 no.1 
(1985) 103~108, 

(E-V-1) G.Emmanuele & A.Villani Lifting of rotundity 
properties from E to L,(g, E), to appear, | 

(Са-1) A.L.Garkavi The best prossible net and the best 
prossible cross-section of a set in a normed space, 
Izv. Akad.Nauk.SSSR ser. Math. 26(1962)187~207, 

(Gr-1) P.Greim An extremel vector valued L^ function 
taking no extremal vectors as values, 

Proe. A.M.5.84(1982)65 —68, 

(Gr-2) P. Greim Strongly exposed points in Bochner L^? 
spaces, 

Proc. A.M.S, 88(1983)81~84, 

(Gr-3) P.Greim <A note on strong extreme and strongly 
exposed point in Bochner L^ space.to appear in Proc. 
A.M.S. 

(J-i) J.A.Johnson Extreme measurable selections Proc. 
A.M.S, 44(1974)107~112, 

(Kr-1) W.A.Kirk A fixed point theorem for mapping 
which do not increase distance Amer. Math. Monthly 
72(1965)1904~—1006.. 

(Kw-1) S.Kwapien Sur les espaces de Banach contenant 
Ca. І 
Studia Math.52. (1974) 187 —188, 

1-1-1) B.L. Lin & P. K. Lin Property H in Lebesgue- 
Bochner function spaces. Proc. A. М.5. (1988) 

XL-L-2) B.L.Lin & P. K. Lin Characterizations of denting 
points. to appear in Proc. A.M. S. 
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(L-Y-1) B.L.Lin & Xin tai Yu On the k-uniform rotund: 
and the fully convex Banach spaces.J. Math. Anal. 
Appl. 110, (1985) 407 —410,- 

(L-1) P.K.Lin Fully 2-convexity in Bochner I^ spaces. 
(Printed). 

(L-S-1) I. E. Leonard &K. Sundaresan, Geometry of 
Lebesgue-Bochner function spaces-Smoothness. Bull. 
A.M.S. Vol.79.no.3(1973) 546—549, 
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(N-1) R.D.Neidinger Schachermayer's result concerning 
RNP and KMP equivalence Loghorn, Notes. The Univ. 
Texas 1983~1984.p.111~125, 

(P-1> G.Pisier Une propiete de stabilite de Ia classe des 
espaces ne contenant pas lj. G.R.Acad Sci, Paris. Ser 
À.288(1978) 747—749, 

(R-1) H.P .Rosenthal w* Polish Banach spaces. 
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(Sw-1) S. Swaminathan Fixed point theory and its applic- 
ations, 
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p.60, 
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Bochner function spaces. 
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XS-T-2) M.A.Smith & B.Turret Normal structure in 
Bochner І? spaces (printed). 

{5а-1) K. Sandereson Extreme points of the unit cell in 
Lebesgue-Bochner function spaces. 
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(Se-1) W.A.Schachermayer The Banach Saks property 
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科学 带 报 1983 no.24.1473~1475, 
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第 四 章 Dvoretsky 定理 


S$ 引 # 
Ж п, ШЖ (x) «a CR? 《实数 集 ) , pul 
2s. ж RAM <> Be 绝对 收敛 ， 


44k C GEO Banach 空间 X PRR LRA. AX 上 至 少 有 
观 种 常用 拓扑 ( 即 范 数 拓扑 和 w dado, MRE asi X* 还 可 
考虑 w 拓扑 ， 故 可 考虑 级 数 的 各 种 政 仑 及 它们 相互 关系 。 我 们 
引入 如 下 定义。 | 

EN 4.1.1 j K BC) Banach 2H, (x. 2,CX, 


IR Eoo OO, MEARE. BATCH. ， 

WRL- lich Dx, 存在, 则 称 级 e feo i х,< о 
CUT IB. AA Jd = Lim REA 

AR o lim Dies AEE, ERMC, w HM, Aw Bx, 
« e oo GE w— Um RR w ИН ВЕ). 

如 果 对 自然 数 集 的 任何 置换 x, So < + со, RERO S 
ЯЯ сис), 

ННН НА л, w— у < + co， 风 称 级 


REx. w 无 条 件 收 伍 (wuc) ， 
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AN RE LE AA MERE IL (no 2, w- Be om WR 
BRD, w 于 级 数 收敛 。 
如 果 对 自 热 数 集 的 任何 置换 л, (Sea) Хе w Cauchy: 


列 ， WR Be Sx, 为 w 无 条 件 Cauchy(wuC), 


FADO, WRT RY SAH w BSB ЯС 
Ow *uc) 4 t ,w* 无 条 件 Cauchy(wtu HE. Г] 


TE ce HP, Ox, = L en, 其 中 (en A бо А Е, WU Di, ЖЖ 


dria B<. = 311 e), Sus, RM, 于 是 人 们 就 


Е. ТАРТ X; EE Banach 空间 X, {р ДЕ (x) СХ, oe 
MDs, ЖАКО ЕЗИНЕ cC E 5] 1950 年 A Dvoretsky 


& C. A. Rogers (D-R-1) ЯН ЕНЕН ТХИ. (AAT 
REAR - EE. DELE IF Dvoretsky AA, 相继 进行 深 
入 地 讨论 ， 结 出 不 同 的 证 明和 进一步 的 结果 。1956 年 Grothen- 
dieck 在 考虑 可 完备 度量 化 和 的 局 部 同 线 性 拓扑 空间 ( 即 Frechet 空 
间 ) 分 类 问题 时 ,引入 了 1 可 和 算 子 ( 也 叫绝 对 可 和 算 子 ) 及 2 可 和 
算 子 ， 用 简单 方法 给 出 Dvoretsky & Rogers 定理 的 证 明 ， 但 
许多 数学 家 从 Banach Aish 84 Серу a BU a RO IL 
和 何 性 质 考虑 , £386 — 38 ЭГЕ ШИ, 4 N ROC Ж, 而 将 Dvor- 
etsky-Rogers 定理 作为 一 个 推论 得 到 ， 这 些 研 究 近 期 更 深入 地 
发 展 成 一 个 专题 ,“Banach 空间 中 局 部 化 理论 ”( 见 (M--S-1))， 
首先 ,我 们 党 将 级 数 的 各 种 收 雍 性 的 关系 列表 ， 


在 XX 中 ECKE, 
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dum X + co i 
ED AD 
wuc u «Row 子 级 数 收 敏 А 


V PAM 


wuc = u <= TR 


在 X* PARS: 


l Caen X + 
wut wu 


+0 g Dvoretsky-Rogers XE 38, 4X # X "tX 
Banach 空间 , (2) EE 3 E A, A SAI + 00, ЖЕ X 中 存在 


BA Ce) Ду, HE eel = Aas Уп, 23s. RAKES. H 


Mie Banach 空间 X BAM ERR X 中 每 个 无 


AR PEL eR By ДЕЕР KAR, 
XT D-R 定理 的 证 明 及 深入 结 架 见 $2, 83, | 
ЖО) iX XXE Orliez-Pettis 定理 it X K Banach 空间 ， 


(x) CX, N Xx, we «кин Кї}, EAR GE 


9$ 84,32. О 
O ikXxbEBessaga-Pelezynskim m ,ce C.a, ХШ H f ш, 


kx) CX, à. E wu, Hl Ss. 是 шс 4.2.14), [Л 
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ED TE LANE у: 6.3.39, [|] 
SB mBExPQRi.wuCe—w'uC, Kd ik. 
Cu Ca XX? <> (>x; ES w*uC- Zx; Æ uc у. 
=] A= 
关于 Cy X* Sl cu. X* GEA MM 6.1.20. [T 


52 Dvoretsky-Rogers 定理 的 证 明 


(li Dvorctsky-Rogers 定理 的 第 一 种 证 明 方法 。 

D-R ZEW AT RAR BEA Dvoretsky 定理 得 出 。 

定理 4.2.1( 较 弱 形 式 的 Dvoretsky 定理 ) SCX, | +f) 是 
Banach % 8], dimX =n’, W— EIE XA n ETER Xo A 
X, E—^ Euclid fia AA HIS AR) ME MH, HE 

(1) jyls ПУП, УУЄ Хо; 

(2) 存在 Xo 上 关于 由 * 山 的 一 个 正规 化 正 变 Ж (уол, BE 
二 所 Dllssisn。 

我 们 首先 证 有 明 一 个 引 理 . 

引 理 4.2.2(Auerbach 引 理 ) 邻 久 是 n 维 Banach 空间 、 
Was FETE Ged CSOD,G?)4A,585C0X, i x! (xp = 04(04— 0, 
i##j,6u=1). | | 

注 ES LRA (xs xP) LES X 8; Auerbach iB, 9 
理 4.2.2 即 可 述 为 对 任何 有 限 维 Banach 空间 ,一 定 存 在 Auer- 
bach 2, O 

证 明 任 取 到 的 一 个 Schauder (Hamel #) (e) уш, 

{yi СОХ), унае ч + dinta sis, 


атаб tuas 


i 
Oy, 05,2 a 
A V(y, Yn) = 25162, Ben 
| dupina uan 
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"EE 


—— am. 


£F» 


TMIN 


wee xu 


Lu Vi, UY) 在 GO I (C8CX)) 达到 它 的 最 大 值 。 


& x (x) = Vx, лу ХХі tty XR 
i ы 
V (x s Nn XisX pay t Xa) 


B Gc aC SOD, GIO Ar cS CX") ABR. NES, 
XXE 4.2.1 的 证 明 000) 2, X P Auerbach 4 (95 
M 4.2.2 知 它 一 定 存 在 )， 


A xi. zer с), ех, 
ЖТ GO, | 
X 的 每 个 子 空间 C, 4; dimc> zdim X, WifgiEyCC, E 


Li 


In =1, B1 «II. 


(1) AC) 成立: H CG = X, 则 dimC =n? 
tai =l, 
(> аа x 2" ). 


H (+) 存在 у, € C ly =1, |у. 12 L. 


BK y:i€ X*tillyili-»i(y0-1. 
FEC WFC, = LODeE(Qe€Cuayt) =0},Ш 


dimC, = 2? — (> = diam x ). 
Wh OO, 6C, Bv =1, Ing 1. 
继续 下 去 至 少 可 得 | 二 dim x] у, [а x] [1 =] 
>п, Abel, Roo ЈЕ ЕН, 因为 ,对 任 x€ X 
Aah maxi? col х7 co ctii, 
即 1-а. 
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dimB,> ldim X- > n? 
且 -La»n« vi ipit VYE B. 
Ай = уй, ЯТ, 也 是 B, E Euclid (#0, Н. 


yl, V»e B, . 


RRE В,, lll, 及 相应 命题 (*) ,车 对 BL, Wel. Aa RE 
《*) 成 立 , 则 也 可 得 定理 结论 。 否 旭 , 存在 B, 的 子 空间 By, fe 


dim Bj dim B, dim 
同时 存在 B, 上 一 个 Euclid ШЇ Ns, të 

уь, VYE Bu 
继续 这 个 过 程 ， 显 然 , ERAS О Ds bib JC LR 2 < 
1。 这 时 dim B,» LS т. 
在 Bop, RITRAE | dim B ~ 1 个 元 yi, 它 们 关于 


hells EZH {у= 1, FA 


Vi, BUT Sn", ol 


2 
CI) Ю-В 定理 的 证 朋 : 4 A>0, EAL + 00, бы, 使 
Ba AMI. Rk-1,2,, 


Щщ Л 4.2.1, TE fj 4- ERE Banach zs f] Хор, 存在 
Ayo Su oO fiiy = 1, ARE RAE Cadi 


| 2 ао |ss(CZ lal y. ар 


+ 12 < 


事实 上 ,出 定 理 4.2.1, EE (u) s, tE | 
[РУ |< | 2am | E Eleh iia 


By os En MAAE Euclid BRR (o ARF 


ABE PES 

[Bax |< | Za» | = (лао) (2o). 
BECA. D RE. | 

РН, 2 x, = Дун, Vi, ШУ 0; = +1 的 每 个 选取 ， SIRE 
(4,1) shay | . 
wk+1i—1 x. Aktam 1 2 E s ora 
| Зөл |<s( P Ariza 2", 
Bx FAR PC En] = lAl = А, Vi, 证 毕 。 

(I )D-R 定理 的 第 二 个 证 明 

HEHEA, IEEE RL (4.185 (у. JE HaLBUH 
其 他 常数 a ЖЖ Б.) АЖ 8, Bik, RAT E UEBET BIB 
EIE 

51 4.2.3 Xf т Banach Hj, 则 存在 (xb P.C S(X), 
JEJE IE GODS, lim, 


| (1+ G2 n Y. 
证 明 PRAET U OD ОСЯДЕ E. IRH 
变换 可 使 互 = (0, tos Sia }. 


Фют E 决定 的 X RERA 它 是 一 个 Euclid WAH. 
下 面 将 对 之 进行 归纳 构造 ， 得 到 关于 1 省 的 规范 化 正 交 基 
Gu) es JE (xi) eO C X Vr dons | = ПРА = 1,1<і<т, H 


i 
(D x= аш, Др ay), le ie m, 
-l 
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4-1 : _ 
(2) Paat «icm 


第 一 步 ， Px EX, Bí lx |= й. =1, В x, Jë S(X) H' 
SX «JD =E Xs WL = д, 

4 u= x AR uz, u, C X, Ee -1,192,-. m, fal tt 
(a) RFI VIER, 

HoH RE Ху tty X; 和 нуу, Д6 т 已 经 选 好 满足 
(1). (D, HH ji. ЖЭК a, e, „ЄХ, EPS wli=1， 
j-icl,sc,m.HiG0 AFH HER. 

对 任何 e>0, | 


^" Р м 
ФЕ, = {х = аш; аже") + (leete i [| > 2 
fol j-l к= i+ 
<], AGES КЕ EM. HF E 的 极 大 性 , 存 
Ф p,€ EAU OO, АТО, p.11 $00 Ф, 4 
qam аш, =[0,р,1[15$(Х), 
BRGEE, Шарі, XB 
PAS war 
(+ a" Sta?) + (Lete?) (Ж af)<1, 
1 a 
nri - гуч S а\< 
LATER, D(is) + Ca e e) DÒ Be), 
ОЛ 2,1 
to (Ze) + caterer - 0 (Bie?) <0 
€ = € m a 


(4,2) 
BacSOD X BARE, 因而 SCX) 是 紧 的 ， 且 当 e- 一 >0 时， 
Е, 的 体积 趋 于 E 的 体积 ， 因此 ， {ЛЕ (ай Г? (Gen) а-а, th 


da— = 21а. ES NSX, li ID. 
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Fæ 


H (4.2) AA 
NES a: T 
im- 00247) +‹ i (> аї)<о, 
BAS <1, HL 


i. i 
Zsa: 

Ж wia, {шай =1, Aaa, totta AFL MAIER, 
tra C span(tt 7,14, xi, FERRE Caira» АСТ ш, 
маош) ВЭ РА WA EWEX. DU Gu. rn. xeDITY 
(маз U Hi Чоду BA ДЕ CL). (2), HH k, 显然 知道 归纳 程序 完 
成 。 | 

由 (2) Arb cw (a capte Bah) <2 315, нр 
Ес (Хә, Mal Д, Vee X, I, m titi 有 


4 i 1. 
|>, |< |2 + | desc up | 
j-1 dul j-i 


«Tipos | nt ad 
«(34 y (yn y( (223-1. 1 y 


-b«( gaa) yw y. 


推论 4.2.4 49 X JE m HE Banach ЖЇН ,т;>10(1—-1), We 
TE (xp CS CX) THE ЗА) (ti); 1.6 
[deve] «(20 y. 
-1 
由 推论 4.2.4, 由 (1) 证 法 可 证 得 D-R 定理 。 
(EID-R 定理 的 第 三 个 证 明 (Grothendeick 方法 ) 
ЖУ 4.2.1 Ilapat, TELA, Y) 05у p WHET, 
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эз 


ЖУН) СХ, 48 ео) |^ oo, Vx* EX* 有 


pm 


SUT al< + е, 
ii X Үн bp AMAT A XY), 
4 D ={(хәД=Х, il Grd l=sup{ (Э х" ESTO PF 


a*€ X*, [xt |<11< +оо}, 
ig b OD = Xs oo СХ 1G) 
= > IE? ук+}, 


ЖИЗ AM, BoA, 2 at o It +00, 
Vx* C X*, Wl (xo € D O0, H (X) Banach 空间 ,还 有 
Tell OG Yo eT dz (X) CLO». 
$528 4.2.5 HEP TCIEOG YO E X N 
T (xa) = (Tx). Ved e Is Q0, W TELEX), 
LO». 
证 明 BATRA, T LAAT. ATR 
ж ШТЕР OD, LO). 
IT | = зор (Tsd 15 (x) fsa}, 
W 
= 1 ^ ге 1 
(3 iT«io*&iT {вир (Stis* хо”. 
证 毕 。 
$3 4.2.6 5 TL s YT], = VPU, 则 
D IIO =inf{p>05 


(Sire?) <p зарае (ар Р) еа, ех, 


* 186, 


єх.) OX |. 
(2) TE R(X. у) SP 5C>0, (х) CX, 
(S xt Ga i? p< +e, Vx*cX*, | 


Bul (> Tx, "с s sup PEN (х, "у. 


whi 


<>=C>0, 使 (学 Tx, jy 


aes 
《37 1ті< П.Т), 
(4) «ПХ, Y» Ib C» 5 Banach 空间 。。 
证 时 ”禁用 命题 4.2.5 Виру (1), (2), (3). Omen 
标准 的 。 贸 给 读者 作为 习题 。 证 毕 。 
SERB 4.2.7 (Grothendieck-Pietsh 定理 ) #i<p<iece, 
TcELOGYO fee UCX*) ,w*) HEN Borel Ж ЖЕШ, 使 


(Tx i^ EH, (Т) { [х*(х)|'4н„ VxcX. 
证 明 xt xs) СХ, 
бод CORTEZ Ceol? BU Tal? Vat CU ,. 
BIRT у ССОО) w*) (РЕ UX), w*) 上 连 
BBB [fis зир f(x]. 
на Te TG DA fa 在 基点 x*EU(X*) 大 于 0 
FAG ун О ACKHSC UK"), v», 


«C sup Ziet (xo J?) , V (x) S CX, 


Hi B= 466 CC(U(X*),2*)), fi) «0, Vx* CUCK*)}, 
MAA A, BEDOR, АПВ = ch, int BZ cb, HA Be Riesz# 
MERA, FEUX, wt) 上 正则 Borel 测度 м, р И 
JEB, EA, F a 
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Í fau = af) 0 (д) -| gdi. 


Ocyey 
BF e#G)<0,V(EB, ас р) 220, VIC B, z HEME, GE 
E ERE HEL PRO, Hick u. Hi a В 上 是 非 负 
的 , 故 


Pe VTE] әс Раи, Vz X. 
证 毕 。 

Жж PTXRES ETC UX"), wyra. A 
X, X # LUU, wO F Cah, PATEL. Р, 
Wit T ded Х,——>Ү 的 一 个 有 界线 性 算 xS. ЕА G, X— 
X, 为 自然 嵌入 ; 则 GI 所 I。 

我 们 有 T=SoG, H T AM ATR. 


二 -~ 了 


XT Le ((U(X"),w "Y u) 


注意 由 于 对 p 82, X, AP. 4€ LUA, w, AH, 
因此 S Ra RE L, (UX, w, п) Y 的 有 界线 性 
XT. 

从 上 面 看 到 了 ETI:(X, 了 了 ) 有 良好 的 因子 分 解 性 质 , 从 而 使 T 
也 其 有 许多 性 质 ， 

定理 4.2.8 3 TEL, Y, MJ T E. w BST, T 也 是 
DP #F. 

И (1) HEB 4.2,7 3 M T =SG, A ç 1<p<+ co, 
L((U(X"), w) DARK Ah T 因子 分 解 道 过 自 友 空间 ， 
Pret TE WKCX,Y), 

3$ p=1 时 ;我 们 可 把 G 看 作 到 L,QUX, w, ш) BJ 
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x 


ARRARRY L, (ООХ), we) BLOX") ,tw*) 0 的 
ВА. MT 也 因子 分 解 通过 自 反 空间 ， 从 而 
TEWK(X,Y), Ш, ° 

(2) 3 x,— x, Ша, HCM, my 对 某 个 M>0。 

XHBHDUTGx,G*)—*GxG0,Vx* CUCK*), 根据 Lebesgue 
Tee E, 

| |, „ (Oxa) — Gx ох *) [dp—>0, 


В Сх, - Gxji——>9, AN ITx,— Tx| 一 >9， 这 表明 
TEDP(X,Y)。 üER, 

推论 4.2.9 Hl<p,r<+oo, ТЕП, (ХҮ), Sey, 
2), ST C K(X,2). 

证 阴 gh T E ow 紧 算 子 ,S 是 DP 算 子 立即 得 到 。 证 毕 ， 

定理 4.2.10 4 dim X= +00,1<p<teo, MIELE x, 
X) Hb Ія, | 

正明 ”否则 eX, X), hitit 4.2.9 4], P = I ЖЕШ 
T.dimX«-cs, X). WB. 

下 面 应 用 上 述 结果 证 明 D-R 定理 ,为 此 ， 我 们 再 对 жис 级 
Жр wuc 级 数 进 行 一 些 讨论 。 

定理 4.2.11 (COrlicz-Pettis 定理 ) Hx.) CX, WJ 

Èr 是 ww 子 级 数 收 HP Berth d blc ek. 


ЖЕН] 这 个 定理 实际 是 Pettis 可 测 性 定理 (定理 2.1,1; 可 分 
Banach 空间 中 w 可 测 函 数 是 & Hp ge ERO WHERE. 


ABA MD, анан НЧА (O LET FF 六 
(хы) eh Sy Dts 是 收 敏 的 。 жуз ни. 
DEE, EY, Hoe FM ali Be, RL ЖЕ EC, МОР 
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FE GO Z8 3-9 Gn Las Б Ух. 是 ш К, ХАЛК ЖЮ Ж. 
伍 ， 因 此 存在 0, helm 
| Sx. |е, 


In A 
4y,- Ў х.,, W ш — limziy 存在 ,从 而 
т}н n di- 
y.—0, Hy l2 e. 
4 O={-1,1}, 
А-1} = sud, 
2 
Q= ZO, й = Пе, 


& ж О й Borel АЈ o 代数 ， ЖО, 2, ш S ML HE S RT e 
令 #: О-—>х, 


fe) =ш— lim zean tfe &- +1), 


BS iwugd,Hfaü»cspan(on-Y.Y dX 
可 分 闵 子 空 间 , 由 Pettis RES Ae Ce 2.1.04, 大 是 下 可 


测 的 ， Hiis Ж ow TURON MET x" eX", 
| Ў х* (|< +e, 


因而 £O w 有 界 的 ;从 而 FOOD AU RB. f JE Bochner 


可 积 的 。 
A Е, = {le MES Q; e. = 1,8] E. C E, Н 


2 i1 
[. fdp = Tg » 
因而 oci | fdus e 下 ,由 于 了 是 Bochner 可 积 的 ,4 是 
meme 容易 看 到 ,{2| raus Ec IERRA dus 
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w 
Ул 0 Я, 
3.—30,1X 5| »2ze Wie. ЕВ, 
AM 4.2.12 (х) 2 CX, ТРАЕ, 


(1) Dx, 是 wu itf 
a=] 
(2) Sixt (а) | < +оо, Vat ex", 


(3) 


Ш 


C9, fü sup| Eua | «c sup |t. V (ta) ah € Laa 
(4) HELA tn) лє с, Er, < + oo; 


(5) SHEA GO 2 € coy to, XE AR ble Bes 
(6) 2020, BE Ex 1C, 其 中 4 为 自然 数 的 任何 有 RE 


Ж. А 
证 明 О) => (02) 固定 x*EX*, 任 取 自 然 数 置换 л, 


xe Goo? MESI, 
BC" c) HAIL HD t Go < +оо, Vat e X^, 证 毕 ， 
(==> (1) HARRER mu (EI x" CX" ,由 于 


ue Go | => x*(x,)| < + eo, 


ga Sx" Gea) eS Ae Canchy Ж], Ж(х„»› Ju w Cauchy 


3), В), Æ wuC, tih. 


(2) > (3) 4 TX yl Tx* = (x* (x00, Vx* c X", 
AN TAB. HARE T e Lex, DAT. 
TICLE, X**), 
Sia) ЄСЧ, EURX*), 
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x* Хг) = | byt 05) OX) 
kel 


= IT* Cty 6,0) (х*)) | 


= 17%} = [Т]. 
Ж [Dive Твар, V2 €L. 证 毕 。 
(2 一 > 4) Hae, WR nm, A 
| E ay] € sup) tl —0, 


故 2o WE BG UE tE, 
(D (5) PDN GOV Ceo dB E tora Є ca , WK 


: x E faxr +оо, 
їп 


A Stn ERAS. ТЕ. 
(5) => (6) 4 Tic,—>X, 
Тесу) к) = Zion, V 49 nel € Са, 
AM T RARA T NOB PR ЕЕН Te L (с, X) Mn 
х, (|Т, 
zt] 
对 上 月 然 数 的 任何 有 限 集 4 及 土 的 任 柯 选取 。 证 毕 。 
(6) — (2) x (tx) Stale, Vx*ceUcX*), ТК 
"c re 
BRS x* (x,) |< +оо, Vx* C X^, HEA, 


推论 4.2.13 Ж (хл Banach 空间 X ERS, П. 
Sx, dE wuc, infix, 0, nil 


x) NL. (e, ena 


证 明 © 由 于 器 x 为 wuC, 根 据 定理 4.2.12 知 ,对 


y OG mer € Cos Ух, + оо, 
nel 
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eae tree Bt, e +оо, (Soa) Cauchy Fi , 


Bit 


lta] = E m 


ръ- Su <| 


[> Tu unl —x*0, 


< rata 


| Lee +00 (FH (е,) 5 сь WARE), 
7 T: cv—» span (x) 45, 
T(Sit.e,) = Et. 
жн ETHIER T 是 可 以 定义 的 , HAST JARHAT, He 
' 定理 ，T 是 有 界线 性 算 子 。 由 于 (x) 0 是 基 序列 ， 即 {x.) 2 Ж. 


‘span (х,) [KEK T 是 1-1 满 线性 算 子 ， 即 TT 是 co 到 span (e) ok. 
ЕН) £x TE [|] ДЕ, A Те, = х,, Vn, TE (x,) na ez (e, dee WEE, 
定理 4.2.14(Bessaga-Pelezynski 定理 ) b X Jj Banach. 


空间 ; 则 
eus X e (3, 是 wuc 的 ея Ж uc itj). 


证 明 “一 >” Race X, UB De, 为 wuC 但 不 是 uc RE 
UF. WES. 
“<=” GEH (KICK, MEE WUC 的 但 非 uc A IE 


{ЛЕ CPO я-а, Oda) 525 hi bi Sq < b. < q <, y, = Ў Ху 
y—»0, infjy.]7-0, 
Ne) ТЕЙ DER- IEA Oo n, HERR 
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择 原理 ( 见 附 承 D, WAPI dh Ow aw, TD 
BiEw. 仍 为 wuC， 由 推论 4.2.13 知 OL eda, FH, WE 


ж, 


D-R 定理 的 第 三 个 证 明 A co eX, Hy SI BER DL, f 
在 OCA, De, 是 uc 的 但 非 绝对 收敛 ， 
E CX, BIHER GOD OX, Dix, 是 uc ЕН Ух, 


хрз. 
由 定理 4.2.14 13[38 4.2.18 Ap, Е (x,) 2.28 


Bl xt (x) |< +00, Vx* EX, 


有 Sx. +оо, 
Ae MEE ICILO, B3 4.2.10 4p dimX « + eo, 


矛盾 ! 因 此 必 存 在 (xw) 品 CX, HO Æ uc 的 ,但 


Sian = +оо, 


ШЕР. 


53 一 般 的 Dvoretsky 定理 


Dvoretsky 定理 (一 般 形 式 ) 对 每 个 o> 0, 存在 一 个 ( 仅 依 
MT £ 的 ) 绝对 常数 Clo, HABE n 3E Banach 空间 (X, 
LD FE Хо 1-25 а] 了 ,使 

(1) діт Y -£&zCiolog п; 

(2) FEY 上 一 个 Euclid} ei, 1 

Q-alylsirl (01+ lyi, Vere y, 
E1 EUM EO ACHGRU.X B R R" 中 有 党 均 
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MERA BEAT MRR AM ko CC) log du, 使 得 
ж ROAR SAA e db sy. BAA, ME AM # Banach 
' EE A 的 任何 п 维 子 空间 XX,, ЕХ RB (RDC (е) орн) 
子 空 间 了 ,使 了 上 存在 一 个 与 原来 范 数 (1+e6) 等 价 的 Euclid 范 
&. [Л ` 
#2 шї] уш ЖН D-R 定理 的 第 四 个 证 明 。 品 ] 
. 定理 4.3.1 对 任何 无 限 维 Banach 空间 X, Hilbert 空 
< X. ÉD Hilbert 空间 可 在 任何 无 限 维 Banach 空间 X 中 有 限 
FR, 

证 明 由 Dvoretsky 定理 的 注 1 З УҢ. TEM, 
| ”为 了 给 出 Dvoretsky 定理 的 证 明 。 我 们 首先 要 给 出 Euciid 


su S -[aorte Rs， 六 -1 的 等 周 不 等 式 的 证 明 。 下 面 


分 几 步 进行 。 
一 、 若 于 预备 工具 、 
DK, D ВРЕ У Нр, o: K—L 是 一 个 满 等 距 对 合 
BAS:, Д dio (x), о (у)) =dix,y), Vx, y КО), Н. 
gx =o (0 (х)) =x, VxE KOS), 
© K = (x€ Kom GO = x), К, K RT o Hi alti. 
我 们 将 KAK, 分 解 成 两 个 集合 K., K, fE 
c; K,——-K. | 
是 满 等 距 , Н КК, = К,ЏК.,К,ПК_ = Фф, Bil, 这样 的 入 解 
是 存在 的 (但 可 能 不 是 唯一 的 ) 。 称 Ko EX. К.у FER 
分 。 1 : 
定义 4.3.1 ФТ Л ACK. K. E fiel, duse 
d(x,y)d(x,am(y)),Vx,yc K-, 
TER 4.8.1 ЖК, KE Ap AS, WI. 
d(x,w<dix,¢(y)),Va,ve K... 
Ш HE x,y Ku, Н И A ЖЕП, 
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d(x,y)2d(a(x0,o (y) dio(x),o0*()) 
=dig¢ix),y) -d(o^(x),o0(y)) 
=o (x,o(y)), 
证 毕 。 | 
TERR 4.38.2 CK. K OJE КК 的 一 个 分 解 ， 刚 分 解 (下 +， 
KORF RE ПИХ x y € KN Ko fi y GR o0 O00 E x ТЕ] 
d(y, x) <d(o(y), x) GHR RE d Со бу) ,x) s d(y, x2), 
证 明 “一 >” 任 取 x, ye KAK, PR EK, 
(1) A ye K., D Hi TENE 4.3.1 Aq, 
d(x,y)&di(x,o (y), 
(2) € y€K.,W oy) € K. Ri Ht fH 4.3.1 知 
а(х,с (Oad ixa ir (y))) = d(x, y). 
TEE, 
“<<” ER x,yc К.Ш oc (y) EK H 3 #F 
d(x,y)<d(x,a(y)), 
ЛЕК. KORSAK. TE, 


n+l 
例 4.3.1 Ф5°={х= (ОПЕ Rs Sa si, 
-1 


dE S" 中 定义 两 点 х,у 的 距离 d Gc, 30 y MJ RR ЕНЕ Р, 即 连接 
xy BARFE- RIIM К. 4098 (5",4) МОК BE ЯН Н), 

EX S"— S" Ba] SE BE XJ 83 CH Til T. 固定 хуЄ S", 称 
它 为 北极 , 任 取 R" 的 不 通过 хь п 维 子 空间 Н. og: S"—S* 
定义 为 关于 HN BARN, Me «eS, H x=h+zx, 其 中 EH， 
&1H,4 Gxzx = h — z, 

ARB ARS on HRA GDOSSSOH. HORE SG?» 
4S RPE, ia xs UB Go. BBA), 我 们 看 到 
((S")., (5°) Od& RF on WAM. 事实 上 ;不妨 设 

H= (x = (4) 32) ER x = 0j, 
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Ky = (xl. el, Xey EP x49. 
BE x= (xk i Xas Xaa), y = (yo Yas ya) € (SDs WY 
nts Vou <Ü, 
THCY) = (y isa — Уһ)» 
й le yl |а онбу) 1, HP 


loth = (Bil A), 


但 测 地 线 度量 dir, -) 是 lz 下 的 增加 函数 , 故 也 有 
dix, «а(х, онбу), 
这 开明 ((S +, 900) 2 d& EF сн) ВН. E] 

ТЕЧЕ BE Bt as fe] OC), HESPERIA MR oK—K,K 的 
有 效 分 解 K=K,UKUK., EXA А (CK) 的 对 称 集 
A*, 

XX 4.3.2 Kg TS AT o RAK =K UK, UK) 
的 对 称 集 A* 是 如 下 三 集 之 并 ， 

(1) AM (Kt*UK,); 

(2) tac AN K_;0(a) € A}; 

(3) {oa saE AN K.,H aa) ФА}, 

#1 A* 就 是 将 ANK- UKO 的 元 保留 下 来 ， 对 委 中 其 
Ut MAREE odEBHT4 АР, NHCARAER, CMH 
ERR c 作用 后 的 元 。 这 样 ,A* 与 A HRA" 在 КПК, 
WH А л K K. 中 的 部 分 要 多 . O 

i2 0) S ACK,UK, Br; A = At; 

(2) 对 任 ACK, FRAT: 

ANGLO CAC AL oA; 

(3) ж BCACK, 则 B*cA*, [J ` 

注 3 4* 并 非 “在 通常 意义 下 ?A AHR. dB A* 是 在 某 种 
意义 下 АША, Bim, ESS, aah Ж (Сар) С.=(хЄ5°; 
A(x, en) Sr}, Cr=C,, SX be xcC, Н х= оба), ЖЖ 
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A ag C, K_, cola) ЄС, dia, xy) 5r,d (o (aD, xi >т,» Br 
+ aC K., i c (a) c K+, ALARA 
(r<)d(c (a), xi) ad (a, xy) ar, 
ARLE 
CcC, N (KU Ka) U {@ EC, Kio (a) € C CC, 
а-н, x € G,, 2 ER ALA: 
(1) X x€ C, (KU Ki), x€ C: 
(2) € x€ C, (K-), B B WIES A, Je о(х) EC, ЖДУ 
Whi, Ж с(х) ЕС, хєСЇ, 
Éxx€CuHW С,СС:, Е С=С. O 
下 面 考 不 扰 动 及 扰动 与 对 称 的 关系 ， 
ЧЕ ASK, d, S 
А. = {x€ K; d(x, A) sc) 
ЖЕН A BJ e Pus. | | 
TA 4.8.8 iE K-K,UK,UK. 是 由 o 决定 的 К 的 一 个 
有 效 分 解 ; 则 对 任 ACK, (E 60,78 
(ATAD. 
ШН 4 ye CAD, 26 xc A*, fk diye, TER х,у 
的 不 同位 置 进 行 讨论 ,最 终 证 明 y € CAO *, 
(1) # xy CRABS. M x,o MER — 4, ЖЕЕ. 
4.3.24 
diy, o) =dix,o(y)) <d(x, y) 
-d(o(x),om(y)) Se, (4.3): 
由 于 xcA*, B A*CAUGQ(A HRUDE, 
(a) 4 x€ A NRT УЄ Aso (у) € A, W 
YE A, о CA) C CA) *, 
(b) S т(х)Є А R RIE »€A.00)€A., Bit, tivi 
ye (A.)*, 
因此 在 这 种 情况 ,我 们 有 УС (А.)*, 
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(2) zi x,y€K., W xcA'( K., TERNE ох) CA, 
x€ ADK.CA, H 4(х,у) = (о (x), o(y)ose, HHA YEA, 
«(уз € A. А УЄ CAD”, 

(3) xb x,yc K, M xc A* r1 K 

(a) 4 АПК, В, déx, 32e, бб y€ A. RK .C (А,)*, 

(b) :ix-eGo,Xp E z€ АГК ,о (ж) K À В, Hl 

i а(с (у), ж) -d(y,x) Se, 
"a CEA JEN, Ж УЄ A, WI y€ CA) 4 y E ASTA 
Tiy E A, K., 

也 有 ye (AD*, 总 之 ve (А,)*, 

(4) # x€ Ky, bl] 

d(x,y) = dia (x2,y) -d(x,o (y)) e, 
HE A*NK CA, S x€ A, АШ y€ Au o (y) € A, Ait 
УЄ (Ad*, 
(5) E xcK.,ycK,ll] xë A*UK_,A 
і(х,у) = 4(х,0(у))<е, 
(а) 34 хЄАПК,,ШУЄА,, с (у) EAs Mit ye (AD*, 
(b)  x=o(a), SRA z€ AN Ko ФА tf, 
dioc), y) =d(s,0(¥)} =4(5,у)<е, 

MA y€ Ac (у) CA, MI »€ CAO*. 

总 之 ,所 (А) *. 

( ЖО xc K-,y € Ks, Dl] x C A* ПК. СА, 

dix, 2d(x,a (y)) <e, 
MVEA, (yy EA. Mil ye CAO", 
i. 
命题 4.3.4 设 z E K 上 在 6 FMRI ee, 即 
H(A) =u(o(A)), VK 的 Borel тт A,m 
u(A*)) = (A), VK Borel 可 测 子 集 4， 
WB] 4 А, = (aC AN K_;¢-(a) ФА), A, = А\А,, WJ 
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A*=0(A, UA, H о(А) ПА, = do, Bit 
uCA*) = plo (А) ПА) = Co CÀ D + ПСА) 
-HC(ÀD +u(A,) = НСА), ЕЖ, 

THRA PATH RSM, ERAT A 的 对 称 集 的 抗 动 屋 
HEA), 

命题 4.3.5 4#K=-K,UK,UK#K X: T G FUB AREAS 
ш К ЕЖ o PRA PRI, M3} K 的 任何 Borel 可 测 子 
BALA 

НОА) О Xu CAD, 
证 明 ”由 命题 4.3.3 及 命题 4.3.4, 有 
BUAS Ou (CAO = u(AD, 

证 毕 。 

下 面 引 入 * 等 周 不 等 式 ”" 的 定义 。 

定义 4.3.2 К КЛЕНИ], изл K Воге FE 
KERNE, (К, 四 的 等 千 不 等 式 指 的 是 ; 

对 每 个 we,0<e<1, 找 一 个 集 Cu 

(D upa; 

(2) 对 一 切 ACK,u(A) =a, H uc COO au CAD, Ve> 0. 

iio RHR, MRK 的 Borel YATE, REEMA 
度 与 它 相 同 的 集 全 中， 经 扰动 上 后 测度 变化 最 小 。 这 样 的 集 C。 称 
为 等 国 不 等 (关于 а) КА. C 

注 2 下面 将 对 S" 证 明和 等 周 不 等 式 的 解 就 是 所 请 Cap{ 球 冠 . 
ED. O 

=. S 的 等 周 不 等 式 


BS = {ay TE Re Stet =1} 4 B.S" Eø Haar 测度 , BH: 


焉 规 化 “球面 面积 ?测度 。 
XN 4.8.6 Np ONE Prai fs а, Qai, 
C, 就 是 S 上 的 一 个 Cap, të 2(С.) = 
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ATERA ER RPT ACHE ELT IC. 

注 1 由 定义 知 ， 我 们 要 证 明 对 任何 可 测 集 ATS, CA) =- 
KC), иОС) ә аА), Ve>d, (EX, 我 们 首先 注意 ， 只 须 . 
Ws eA AS ACCS',u CA) = n (CO 7E 

ИСС.) &uCAD,Ve0 (4.4): 
By, ЖОЕ, 3t (4.4) Ka ТЕТ H Ж ACS',uCA) = (С) 成 立 。 
任 取 可 测 集 BCS, (6 u(B)-a-p(QCOo. H u HEME, FE. 
ИЖ (AD, E ACA, Ун, Н z (Au (A). 显然 ， 
CA DC A,, АТ 
u(CADOuCAO. (4.5) 
it Cap C, mdr dk xu, RU ху 为 中 心 的 一 列 Cap(G") sh, - 
使 иОС" = nA), B (4.4) E (4.5) д, | 
иОС) АСА) ән (А), 
BSBA UO) AUC) 73 Кат), X 
eC) )<at(A., O | 

i2 KBESH-tHTR, ИЖ ЖШ B" LAA 的 
(这 里 B* 可 以 是 关于 RU И М n 维 子 空间 НА 3 K. 
射 的 对 称 ( 注 意 这 种 垂直 反射 是 满 等 距 对 仓 映 和 象 )， [1] 

下 半 再 作 儿 个 准备 工作 

AM -(AIACS', A RAR, ТЕЗ] АЛГЕ Hausdorff: 
距离 р, 

p(K,L) =inf{e>0; K, OL, A L'OK), VK, LE 4, 

X RENS (44, Pp) 是 紧 诬 量 空间 . 

对 固定 闭 集 ACS AC WOK — t T SE 

(1) AE, ру B 

(2 AE xf; 

(3) dy BES, MBAR RH HEM n AES MR: 
B'ES, 

(4) S£ UE CD, (2)、(3) 的 最 小 于 集 。 
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Н ЕА 2 Ж Zorn 引 理 知 这 样 的 他 存在 ， 

下 面 研究 . 妈 的 性 质 

引 理 4.3.7 Æ BCA, W 

(1) #(B) = (А); 

(2) u(BO ui CAD , V,>0, 

io xkSDechmemnxmegs5AWwxaxeqS. LAME 
测度 变 小 。 口 ] 

TER] 2 @={BeC4;4(B) =u{A), 

uUCBO =н CAO, е0), 

BRAC 2, КЕН (а) 08, (6) BEA, ру 
Als АЛИШ ЄЙ AD FES, C £2, Bl SE HE ER TE: BE. 

(a) dt Be #,WJ u(BD = (А), и (Bo Sa (A), Ve>d, H di 
Bú 4.3.4 4n, | 

uCB*)  u(B) = uCAD, 

根据 命题 4.3.5， - 
o HB YN) s utBOxut(A 2, Ve>0, 
d& BES atc, 

(b Ж BED, BEd, H p(B, B). —0, 

lac 2220, 4 020, 14 n BAAN, A ВС(В,) а, Mit 
B. (Bu) ates PS UE 

HOB) Su CCB aad ВСА), 

AE. uCBOscuGAn2, 60. 
A М, Ити (Asr) -uCAD, HC u (BOSE CAD, 


Ж , lim (B) = uB uA) = limz(A2, 
gu Lm ү 


反之 ;固定 020,24 n 充分 大 时 ;有 B.C B,, W 
(А) = #(B,)<u(Bo). 
Hp uA) (Bs), VO>0, 
aA) slim (By) = 208), 


2 002 « 


因此 ,ntA) = 40D, Н Ва ut AO, Ve>d, Bp Be 2, RHF 
E, Ri, 证 毕 ， | 

现在 设 A ES BB PTE, ДСА) -а, G. FRY xy Mp Bae 
i Cap, (С) =a, 

5 4.3.8 © 6,¢— (0,11, 

oU» = u( BNC V Be s, 

Wi (Sp) БЕ LRA BR, 

i 4 B,, Be of, p(B,, B)-—>0, BE 

lim p(B.) = Tim В, Сн (ВПС pB), — 4.9) 


ERA 070, 34 n 充分 大 时 ， 有 B.C B,, Aig п 充分 - 
AW, 
B, C.C BN (Coa. 
W lim (В, ПС «a (BD (099 , VO>0, | 
但 RBN (С?) з= BNC i 
lim aiB, n C == B nc. 


HELE, 

定理 4.3.6 的 证 明 RAR ACS, HA) = a, 4 C, BP 
心 在 xs 的 一 个 Сар,н(С„) = a, 

由 于 CM. р) 是 紧 度量 空间 ， i 5 4.3.8, ФВ) = 
u Br COSE GZ, o) ES ЕЕ RE, k Ф 必 在 基 个 BE of ic 
到 最 大 值 。 

我 们 将 证 明 

C.CB (47) 
如 果 (4.7) 式 成 立 ; 因 Be. sk 
H(A) -utA) = 2(С,) = z, Н 
НВ.) = (А), е0, 

BA. 2A CCDS u(B)<utA.), Ve0, 出 点 的 任意 性 - 
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An, Ca 即 为 等 周 林 等 式 的 一 个 解 。 
下 面 证 明 (4.7)? 式 。 反 证 法 , Ж“ Cs。 宁 B， 下 面 将 找 BB 的 某 个 
对 称 В, dE OD << OB") 这 与 五 的 被 大 性 矛盾 ， 
AC, 与 如 是 闲 集 , 放 CEB 表明 BCA >, RIK 
аА = ВВ) = =u(C,.), H. 
uB) =н (ВС) - gt ВГС), 
HC = eC AB anco, 
8 u(GNCO = 10С.\В) 20, ELEC RTI] x € В\С„,у € CB, Bl 
得 
(1) 存在 RU B п ETER H, f x-y Н ER, 
(2) S"= (89 + ОНО (SO. 是 由 H Rew S ei S EE 
Mt Soh S ca CHIESE ET Бе A) BY AP Ra) Е, f xu € (Dux Sony) 
(3) 存在 6G>0, 使 以 x 为 中 心 、 半 径 为 ó 的 Cap Coss LF 
会 于 BC, т, Wy Ayub, PA ô 的 Cap Cy» JL # F 
CAB 中 。 
ШТ VEC, xe CG, W diy,xosd(x,xo, BIOL HI os iat 
SHEE Fa» HU ТЕ 4.3.2 8I, yE хЄ (SD_, Н 
Es oy Crs) Con. 
HEM 4.3.2 BE 240, СС OT, BERE X 4.3.2 (IE 2 


ET 
BACO В* ПС = B*n С, 
由 命题 4.3.4 Atl, 
ucB*(1COmagitcBf1C)0*) = (ВГС), 


容易 看 到 ， 
ССВ" IC )\(BNC,) 
d 
P(B) = WC BOC, EAB NCC) = ФВ), 
FENE. : 


. 204 © 


Ж RIERA SRS REE A Cap 的 Fl. 


#. Г] 
推论 4.3.7 如 果 ACS", и(А);> 1 э» МЯЎ е2>0, 


rol 
(AD 1 /- е 2 {其 中 222) 


证 明 由 定理 4.3.6 2, HASH u(CO 即 可 ， 其 中 心 RE. 


半球 而 . 
IR, C= [z€ Sides eh Roh хи А, 为 
测 地 线 距离 。 
容易 看 到 ， 
_ + COs"~!g908 
aC) = L” —, 


| 2 соѕ"-1040 
-3 


4 Iu - [7соз'й®, th 4 ABUTS kh = (Ё - D Lass 


bI МЕ 21у, 


归纳 得 到 
МЕ, М1) = min (у=) -1 


另 一 方面 ; BRB, ` От <], сов r<, MR 


F cos"! 6d8 


l- BCD = E 
2 Cos'-'8d8 
-* 
Apr cos! T — dr 
2QMn-iÓ|ezp o 0 v n-i 
21.., 
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X ， 一 一 -- x= —- ar 
«sp cos"! Fees; iv"! 072ү 
n — — 


fV ucl By R—Í 


< 


у 


.从 而 BC) 1 ae" . 


L nl pafe 12 
Ta "үч POT Тс 107 a | e ?dt 
2 n 


i. 
2 
T e 2 . 
8 


=, Levy 平均 

为 了 应 用 S 的 等 周 不 等 式 来 证 明 Dvoretsky ЖШ, RING 
BRS S" 上 连续 函数 的 值 址 的 “集中 现象 *,Levy 平均 是 一 个 3 
nm TR. 

3E 4.8.8. W f S"—9R' BES RR KHMER f WJ 
Levy FH, mR 


их} COR Moo, 
B 
u(xs fe «Mp2, 


Ë ”定义 中 的 上 是 S" S “PKR Et OS 上 唯一 的 正 
规 化 Haar ИЖ, Г] 
定理 4.3,8 设 f15" —R! 是 具 Lipschitz 常数 5>0 的 
Lipschitz i Zt Go f € Lips, b), WISE e>0,F 
1 


ux € Su | f(x) -M,|<be)>1-,/%e 1 


WEB) 任 取 e> 0, > 
A=({xiF(x) 2M,},B= (x; f(x) <M}. 
p 
A.C (x; f GO Му be}; 
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| B.C (xif GO M; + be). 
EEE y€ A, MG x € ABE déx, y) se, 从而- 
Fao- foo bd (х,у) s be, 18 
f(y) >} GO — bez М, - be, Вр 
A.C Uns f (x) M, - be}, 
关于 OB. 也 可 类 位 证 明 ，。 
B, 
BLAN BO u(xes* | f(x) Mi bey, . 


XE 为 a (A). u (B) >> B RI AS RES Ak Gee 4.8.0, Ж 


-i gs 


и(Ад;>1 -/4- gat. 


n-1 
СЇ а 


uGoi- f Ron ae 


因此 ， 
uA) < Ve 
SN B, = AX Maa 
ut M ) J: ee", 
Migs HS™\ (A, NB >< е " 
2 
最 后 得 BOX CS", | f(x} - Му реу 
> а4(А, П В,) 
>l _ (OX Q7 ^ 
2 
ЖЕРЕ, 


定理 4.3.9(Levy CH) 设 / 是 5" 上 连续 函数 ,有 即 f ECS, 
A= sf cx) = Mp WAHE ez 0, 


u (A. 221 wA. et. 
证 明 首先 ,我 们 证 明 
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A. = Gif GO Мр, [П (x f(x) Z2 Mp. 
:事实 上 ,显然 A.C (x f GO S< Mp. OG f G0 SM Pa 
AFA УЄ (х; Ё) < М), Пбх; 06022 MD,, BURRELL 
“Сар АШЕР 了 的 连续 性 , 易 见 存在 xa € S^, (i 

fi) = Му R. dixs, y) &e, 

这 表明 y € A,, Hp 

А, = (xs f (x) S M iy, Gf GOI Mp, 
应 用 等 周 不 等 式 ,与 定理 4.3.8 ЕЛИН ЖН [И], 1 A9] 

HAD SUG fF OSM). GG Ох) Mpd) 


a-i 


EH WARE 2t 
-证 毕 。 


Жж 这 个 定理 表明 ，S 上 连续 国 数 了 “几乎 “ 取 常 数值 。 事 实 

.上 ,对 任意 小 的 6>0, 选 充分 小 60,48 orf xo, E 

(ў, ғ) =sup{|f(x) - fly) [sd x, 3) <e}, 
AFü:3xcA (QE A= (x; (х) = My) it, IF- MIO, fü 
Spe ABE, MAME 1. RRAARAS 上 了 “几乎 ?是 
RH. XUNG SCHO "HE RGB" A. теш C A 
Levy FHEPAS BAH, 

但 是 了 的 Levy 3 3] — REOR R HI Go Р-р), W f 
Warm Ef= ,fd 却 往往 可 计算 。 下 面 ,我 们 再 佑 计 这 两 个 数 
ОЖЖ, O 

定理 4.3.10 存在 一 个 绝对 常数 С, prd II: f e Lip(S*, 
D) bv н, 

| м,-| fan «С, (2:3), 

EN A 


An = x; | f(x) - Mil >> m) es lf (x) — Mj > I, 
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4H 3EXB 4.3.8 Hl, XT m0, 


(Аб) ml-— T g 2 Kun 
2 
x п-т L 


< / = é S nm. 

V3 

HE ANA... 上 |f G0 - M; | im 1, ИЕ, 
| Mi- [rau |f tto -Mildu 


<Ëj _ (too - Mildu 


a C= {2 Б> 2 (т+ De” 全 即 可 。 证 毕 。 


四 、 ERES ЛЕТ 

it О, dé R° 上 一 切 正 交 变换 组 成 的 群 。 显 然 ，O. ЖЖ SE. 
Site О. 上 唯一 的 Haar 概率 测度 (我们 知道 ，O 上 的 
Haar 测度 了 XO. 上 的 测度 , 它 在 平移 下 不 变 , 即 

n(A) = n(U- A) = n(A«UD, 

JUBUCO, A Ж O, rh Borel FE, ОА = (UV; VEA), AU 
= (У.О; УСА), 

容易 看 到 , ST! 上 的 测度 n 3 Haar MBA n XE 
TEO, PARE, 8 

2CÀ) = g(TCA)), VBorel d& ACS'"!,T € O,, 

前 面 引入 的 S EERE RER WERE $77 L 唯一 
4) Haar REME, НХР, RIJA 

定理 4.3.11 对 任何 Borel $ ACS™',xES Ë 
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H(A) ZY(CUEO,Ux € A), 
证 明 x IEEE) x eS", > | 
n,(A) =¥(U EC O,Ux € A}, VBorel 5 Асб, 
根据 S|: 上 Haar BAM ME. RAT. RATA 
须 证 明 т. Соу S7! EEE RAE U € О, TRE А) BE 即 
". 
BR ne (+) S UE 
4-H Borel Ж ACC S ,U« € O,, fii 
n (U (GO = pC C OU (GO Є U (Ad) 
= y (UU EO U(E A)) 
=y(UC On Ux € A) 
=n. CA). | 
Ш. 
ТЕ Я Чи Е LA Eftir R AE Banach 空间 单位 
球面 的 6 分 离子 集 的 元 素 个 数 。 
定义 4.3.4 {x} Banach ZEC, [4 D , 若 
sepíx,)=inÍf(]x,- alin Em} >ð, 
MER X d ó SAR, 
зн 4.8.12. 4 X JE k 3: Banach #з[н},0<д<01,Ь SCX) 


中 存在 一 个 6 网 W, 使 W 的 基数 Card Wa(14+3)<e Hoey 
证 明 СЕ Ж SOO PRR Š SBT E, Ш{х;} г Ж 
SCX) 的 一 个 6 网 ,{B (э, +). APRA, AL 
ы ó ó 
UB (х, M). +. Suw, 
Hy Tx GRE BME” IRETE, SSD. Вт, 1] 
8) Euclid 体积 之 比 是 半径 的 不 RAZE RA 


a(— ) «(1 + —-) , 
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АШ n<(-3- TE 证 毕 。， 

五 、Dvoretsky 定理 的 征明 

1948 年 John 给 出 了 Banach 空间 理论 中 最 早 的 一 个 定量 情 
HEH. | 

我 们 已 经 知道 ; Ж Х.У AAPA Banach 空间 ( 即 
Хау), 

d(X, Y) =inf{|T] |j T; X—9 Y RESE 

Zi X,Y 的 Banach-Mazur Eg, 

众所周知 ,一 切 n HE Banach 2 [812 B 28 PERO SEO. HSH 
жїн E| (хоз Kos (iso!) REEE. Ж 
As ЖИНИ п HE Banach 空间 之 闻 的 Banach-Mazur БЕ? 
John 定理 是 一 个 十 分 重要 的 定理 。 

定理 4.3.13 HA n *E Banach 空间 X, 

dOGIDs n, 

证 明 Ж X CEME GU, | led R-AZ). 

X 的 单位 球 U (XO RPC AAD ao AAA ра K 
(AIA RIES), $ E E UC (Euclid CARA. 

我 们 将 证 明 

UR}CYnE, | (4.8) 
T3 (4.8 SERES MI 
(Мт) |x | es els] x], Vx € X, 

„ЮН | «le # ЖЩ E 的 Minkowski PR ЕН 1-36 3k CÓ JE— 
AS AE, BL Rie, 
从 而 d(X, В) = d(X, QU, ||) n, 

为 了 证 朋 (4.8) 式 ， 适 当选 择 RA AR CRORE |51 的 
EHEER (u) 5, 则 在 xc RA 


х= Diam, 1 ||== (ay D), 
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可 假设 E 是 标准 Euclid 球 , Н 1 
Е={х= (a) ER Nata |, 
$=] 
下 面 将 对 s-2 情况 证明 ,对 n2 可 类 似 地 进行 。 
BEUREN 3E, WEE РЕС) 2 E, [ЕЁ 
inh, TRE р = (а,0), ен a> С). 
由 于 ОХ) RE BSR, Wk Cue tp, ED CU (X), 


xi p EB 五 的 切线 , 设 第 一 象限 的 切 点 为 q, 
出 于 a> 2, а= (8+8, 有) 对 某 个 070, 
对 于 充分 小 0,9 
E, {ons о aroi), 
й E, 32—7 BIS Vol (Е) = 4 = Volt), 
35 e 完 分 小 时 , ,与 C 的 边界 不 相交 , 故 存 在 ADL 
AE,CCCU(X), {Н 
VoltAEO = AVoI(ES =AVol(E) > VolCE), 
ж E BAR ACHE PE. 
注 1 由 于 dO, W K. 
d(X,Yo«d(X,Z)d(Z,Y), 


Rhe 
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(hy 


Ew. FT i isa 


EX, 由 这 个 定理 得 到 ， MEM At n 2 Banach 空间 X,Y, 有 
d(X,Yo<n, LI 

#2 BABU dh, E) =ddt, ion. BEV. 
Gurarii, M. Kadec & V. Macaev (G-K-M-1) iE HH 

Г шір, 42,10 25р, q=< + оо 
dis, lp < 4 Conn [1-1 а 4 时 
LC,,,max(n'? 2 nli 21, 3 l«ps2«lg 时 

其 中 Co 是 不 依赖 于 # HER. O 

更 进一步 ,我 们 还 有 

定理 4.3.14(Dyoretsky-Rogers) Wt X = (В", |. 1) нй 
Banach 空间 , 令 D 为 U(X BEC X Euclid) (APRA. 则 容 
在 关于 由 D Su Euclid ўў ela 的 正规 化 正 交 基 (u M, dE 

Er gjall, i=l, н 1, 

TER ARER (н) S. 

Л щЄК', и |о=1 = ull (注意 ， 此 有 时， 对 任 xe К", 
lxfo=1, Æ Ix hab. 

假设 Hy "st 已 选 好 ,我 们 再 选 iar, E 

Chis to =0,7= l, ei 
аа о, ВН xc R' Euo 0,16), |х|, 
Bi] а ES [ш+, СЕС, еу о Н | io 导出 的 肉 积 ), 易 证 ， 
ltil p= 1, 
in rix. 我 们 得 到 关于 | . | PR WEZH (u,) ы 
首先 ,我 们 注意 ， 对 任 x E span{u}*., <x,upo=, 
Iji- l, |x] oal, A lxx iul. (4.9) 
ЖШТШ IS 


Basil 1 (Say, L(x 
i — ; — | Zx; <1} 
° {= M Ug ix) b: (2) ` 


15-1 
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任 2ш € Bas, WI 
5 xa], =з <a, 


E] i-t 
故 | ш, | «1, Bip DCU OD, й 


上 


і-1 


1 x |< | -1- | =< 
á P" =р—„ Sens | <L 


另 一 方面 ，| 之 wu | = 4/2 xis 


| 1 >. | < 
ктш | < 1,4. 


1 a 
коё Xi; Є spaniu;,*;, 
出 (4.9) 式 知 


1 2 - 
| 1 zx |< lul, 
к= | 


特别 地 ,对 B, 二 5 应 用 -上述 结 吉 论 知 ; 对 好 ZE By 


21и] 


—1 s 
zie li 


有 


3x 
Bi 4 CU(X),i51,-5n 
27 3 will 


A 


VolcB ) 22-875 (2 |м: 0 70779 VolcD) 


bon 
H DD 的 极 太 性 知 ， 
2-07 [uj] trc, W 
2 xul lenis 1, 
证 毕 。 
下 面 的 证 明 就 是 选 联 н AE Banach 空间 的 一 个 天 维 子 空间 
«2146 


Е,, dE d(E, D<lt+e CHIARA EIER) k, 4849 dB DS 
1+e)。 这 要 巧妙 地 用 到 范 数 1 | 这 个 函数 取 值 的 高 度 集中 ж 
中 在 它 的 Levy 平均 周围, eee. ТГ |. 138. 
望 值 与 它 的 Levy 平均 之 间 关 系 着 手 。 | 

定理 4.3.15 X X= QU, DD E n 48 Banach 空间 ，|*| 是 
R'.p— Euclid 范 数 (内 积 范 数 ) ,使 

ajx |si S&a], VxcX, 
(1) Ж bM n , M 
lA,- M.| «C, 


其 中 A f, =- 
是 5"-1 БЕАТА” Е, M.A ra) Levy 平均 (在 
Т,Ж, EU OR EL) CO AIR RT п, X, 
及 | :| 的 一 个 绝对 常数 ， 
(2) Hab<v/n , Wl 
1 ay-i 
> SM; A,<C. 


证 明 (1) Ф A={x ES" yr (x) =M}, MAER e>0, A 
A Cix ES | |x] -M| <ёе} (4.10). 

其 中 А,={уЄ$"7!;4(А,у) xs), 

事实 上 , 若 xE A. GE yC A, fE dix, 30 e, ЖН dC, 
A S'S 上 的 测 地 线 距 离 ); 故 

| [х1 ~ Ml = [lx] iri lx — bmx y! 
рах, у) <be, 

4.100508 SF, 

Hi Levy 定理 (定理 4.3.9) 有 


a (Adz fe? 


从 而 
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PG 2) 


tei € $73 ПМ obo f. ЯС ， 
FAL, BF 12>0, 
a,- (2 E87, | lel- M. свя. л a aa 08 | 


Hn mb 时 ， 
Hand 


dix ES"; | oxi — Maps Z Eee 


ed. 2-6 nes), 
2 
因为 任何 概率 油 度 u, Tf 
[saa] uf > at, 


其 中 12:0, 
lA- MA = || аам, | 


«I. | bx | -M, daa | ud [хі 一 M! “pdt 


fs Hyd 
«у e? Sdt=2~-%_=% (ini. 
8 do 2 


(ожа а / 2), 4 C= x 即 可 。 ett. 
(2) 首先 ， 
Am | ы telda, dass 
> Mm- Ox = Мо 2M. 


н ат [xix x | <4lx|, Мих S aix |а|, $CDN 2818 
应 用 于 ai 考虑 到 Ar aA naM, R: arn — A Levy 平均 ， 
В arcb Levy 平均 Mar 均 有 Marzl1,&& 
аА,—аМ,„| = |А„- Mul x= xaM,, 
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基 14,- Mi) «aM. А А,<(л + DM, FE 
IM A Gr 1)M,, 


its, 
注 1) 的 证 明 也 可 直接 由 定理 4.3.10 得 出 。 口 ] 
. 引 理 4.3.16 设 让 ECCS HS3)， 则 


对 于 任何 WCS: Card wf 2 e, 必 存 在 T e O., 
л 


# (1) TWOA, 

(2) M xc TW BJ, fao- M, | «ote, 
Ж, A= {xe S's F(x) = Му}, ore = sup{|f tx) - (у) з 
dix,y)Xe,x,yC S 7j. 

证 明 ЖУ É O, БЕ Haar 概率 测度 ， 由 定理 4.3.11 
及 定理 4.3.9 41, 


(TE Os THE A) =m CAD Rl- = ; 


a 
Y(T€O S Tx€ A,x€ W) 


21- (Card vo / = e 2972 ың, 


因而 存在 TEO,, 使 得 对 Vx € W,# Tx€ A, B! TWCA,. 
"p x€ A, BP, AL 定义 知 ,存在 y € A fb d(x,y) «e, Mi 
If G0 - Му = |f(x) - (РО) | <a; Ce), 
TA, Re Bh, S5 x€ TW (СА), A 
lf o0 ~ M | sive. 
定理 4.3.17 REP 60,061, REM n, > 


з 9л 
kte,0,mn) = Ки , 
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则 对 每 个 FE CC" >, 存在 R ATEN Ey 使 
dim E, = kzk(e,0,m, 
及 SN 的 一 个 8 网 Wi, 使 
(1) FEO- M; оу (е, Vx € Wa 
(2) | f(x) - Mi Swe) +o (0), Vx € S"! Th ES, 
证 明 (1》 EB f € CCS" 7D, H8] lt 4.3.12 Ap, xj. R' By F BE 
子 空间 EL 存在 SN Ei 的 一 个 0 网 Ws, 使 
Gard w,«(1 4 2y «е ">, 
为 了 应 用 引 理 4.3.16, [ДИ k KAAK 5 
eme f 2 e=, 
д 


эзш» | FO =k(S,0, 2) WR ҺИ. 
2log 5— 

应 用 引 理 4.3.16, 3 1E TEO., {ОҢ x € TW, 时 ,有 

f(x) - Mile, (e), 

4 Ers TE W) E, JE R" ру k HET ZI, TW, 是 ENS? 的 
ond, ЕШ, 

(2) EXC x € E,DS'7 , WUE x; € TW,, dii d(x,xo x8, KM 
而 

LF (x) М [f Co) ~ Mil + If Ge — f G2] 
000) + aCe), 

EH, 

定理 4.3.18 ib X= CR’, |1) 28 n HE Banach 空间 ，| "| 是 
К" 上 一 个 Euclid 范 数 。 使 得 

a^! |x|<|x|<b]x|, Vxc X, 
idrG = jej, Vxc X, E ERTZ W BENS 的 一 
+ 9 RJ, RFE 0, 
[|rGOo --M,|<be, VxcW, 
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1-99 M- le] er oo ly M+ 2 


1-68 
Vee Ens | 
证 明 4 x€ ENS, Wiixi-1, H W J. ENS" iy ө 
TU, FTE yC W,fh |x – y,|=<8, 


шт у EENS, RA v.c W Ë 


x 
Je- Oen 


АЛП 
[Ix у |а у у t, 
КЕЕ, FEO) ACW, (00 СР, [6 07, У, 使 


х= у + У,у, " 
由 于 y; € W, Helly: I M, be ik 
1105. + Slory c Se M, be) 


= Orbe, (4.11) 
另 一 方面 , 取 YEW, x-y <0, MF ESNE, By 


此 ,由 (4.11) 式 
iM. + be), 


EF РЕ d I<; 
JA. lx- ›1<2. a M. +6e), fH ye W, tly] >M- be, 因此 ， 


Ix ize ilb ix y| M. – be- 2. (M, + be) 
1+0 
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BH 


ЋЕ, 
定理 4.3.19 对 任何 0,00 —1, Е C (00 0, 使 得 
对 任何 n 4E Banach X - GR, |* D, WE 
aj x|xixl«bix|,VxcxX, 
其 中 i* | 是 R^ 上 一 个 Euclid 范 数 ， 存 在 RT Np k SET 
Е,, [ii 
2 
(1) dim E, = ks Ccó) cn 2)( Me) ; 
(2) (1-0) M,|x| ix] (13 0M, x], Vx By, 54 HD ,. 


有 (5,125. 
ЖІ С) 25 п,(Е", |+), | DEAR йй. ERR 
RTS. CT 
i2 ERP Riel M, |x|, Vx€ Es Wield E, 上 的 
Euclid ж, E. 
(1-6) elis e + 8) fix ll, Vx € Ex, 


ж dS, DS 1+6, FRIM AP ER hH T Le X 


值 高 度 集中 现象 的 结果 ， 这 里 已 经 体现 了 Dvoretsky 定理 的 x 
z, O 


EH 4 0 MI 


1 - 
үте l+ P А Topi P: А 
1+0 1,18. 
1- 
geno Me - OM: wig 4.3.17, {ТЕ R tb k ET 


:空间 Ed 
dim E, = k> É E 


i6 bš 


| 


县 存在 NS"-! 的 一 ^ BI Wa fat 
| |x] - M, be, Vx € W,, 


由 定理 4.3.18, 
up (1-20 ву 120 ур Бе 
a-oM «CC LE 4-8 M i739 
1 
«lxi M+ S= (15s SM ca oM, 


ЭЖ b= 1,M) Bib М, 即 可 。 
引 理 4.8. 20 存在 Qo 六 0, 使 得 当 aS ay 时 ,有 


= -at 1 -zu* 
| e dt> Iza gm 
证 明 OA 
K "dt E 
= ү оге” o. 
jim d Яла) - le- clim e 2ла 


— Z аж 


dxa Ада 


= lim(. ceti) =2>1, iH, 


п + 

B|#E 4.3. 21 R 0<0<1 „cecil, WATE me = mà Ce, 6) 
> OR, A | 
1 4 вее PERS 
44 (Clos) m e"), 


6221.» 


ОЕ GE lim mô logm) (1 — e «s 
mo poe 


1 1 
4 n-zi—er, Wjl-e"21-(1—7"— 
$ 


Dod 
т 


1 Д 1 
тд (log т) (1 — ev) «m7! (ó log т", 


但 因 nói, E 
lim g"? (ólogm)* = 0, W 


т 4 ст 


lim m^? (ó log т)? 《1 一 25 ) = ocu, 
n - 2л 


r1 
Ж 4.3.22 存在 绝对 常数 CRM ER п, 及 R" 中 任何 
Euclid 23 + | ,I 有 


logm š 
f тах |х;| da. 2 C( Ef.) . 


ва qium 


证明 JR (u) "E RY 中 关于 Euclid 范 数 | ,| 的 正规 化 正 2 
Ж, WISI Dei ао VERY bel = (Die? Fh, 


4 571 Ís = eo € R5 Sei 1). 
4 G, 是 R^ 中 具 密度 函数 exp( - z 之 x?) 胃 测度 ， 它 是 一 个 
RME, 事实 上 ， 
G(R") - exp| - Lx хо)? laxi dx. 


1-1 
= cm | exp| 一 1 yn Jat. -dt =1, 
gn 274 


如 前 记述 ， 记 O" RD P IESE Reet, W G, 是 在 下 交谈 Ae 
TCO, Е FARES CEL FETT BO 75 
|, 1040,0 =] Рааб, 0. 
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IER FS RI PTR, 
TORI (Qi vee RO 


Wf f Male. D ас, c0 E T cO, 作用 下 不 变 。 
X SU Egg Aa 使 
[поа оо | fade, 
WERDE AL. 也 在 T cO, 作 几 下 不 变 , 事 实 上 ú | 
f, taa бо = FOT dG, co 


s beter Ec) ac, oo = f. iret (Ts Jas. (a) 


«f. si Sp Jae, (x) Lond (x) 
= |. fox) dÀ, i (x) 


由 52 上 Haar BORNE ME — 性 知 ,存在 BOE : ? 
. да -1 = Bu “iy 
其 中 ш, 是 5 EEG ER BY ME. ЭРН. 


b= | duco = ал00 
JN «(= с.о) 
= (| . Ух ехр " л ee y | 
(af, Pes "ar эе}. 
TR yaa 


ILES 
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Rp BEN. 
从 而 ， 
j max \х\!14и„.,‹х›>,/2®.| max: x | da-i (x 
s п $ 


7-3 lain Him 


-Ve| xi max -X.— |4б, ох) 
" Ra ї<ї<т | |x} 


= "ES max xi dG, (x). 
n 


RE lcicm 


Fit АЖЕ 
max |x| dG, GO 22 CA logm, (4.12) 


对 某 个 绝对 常数 С. 
对 任何 e> 0, 


2". 


bł » " ' 
Gmax Ix <a) = [ * «f Foe. exb(- a 557) аа, ds 


=-(| eat) =(1- 2 edt). 
岂 引 理 4.3.20 及 引 理 4.3.21, 35 mo, fl mom 时 ,有 
Len e G) 
r emm 


(hos т) i CO Log) —log m) 


ELEC, 当 m mo 时 ,有 


нече 0-9 


(oz my 
+ 224 * 


所 以 , 4 mam sn 8, Tí 
© NA c- et 


j max хабс, (х) 


RW (siam 


pi Tog тб, (так [x | >= >+v Тет ) 
>L kV Tog m + 2 = I log m. 
但 对 1x тта, Hi 
max | xi! dG m (X) >0, RC >0, AMF l<m<m, Ж 


Ry beim 


max |x:|dGa,(x) 7 C, log m. 


RU. dium 
于 是 对 Imaman, A 


max|x;|dG,(x) = max] x;[dG,, GO 
R 


Кт [Stem Wh lism 


UON logem, 
&C=min(C, 2), FEWER n сист, 


тах [x;i|dG, (G0 2 CA log m, 


其 中 С 为 绝对 常数 , 即 人 4.12) 式 成 立 。 证 毕 。 
综合 上 述 各 定理 ,现在 容易 得 久 Dvoretsky 定理 的 证 明 。 
Dvoretsky 定理 ”对 每 个 e 半 0, 存在 一 个 绝对 常数 Cle) >0,. 
使 得 对 任何 n 维 空间 X= (RID. FE X 的 一 个 子 空间 了, 使 
(1) dim Y =k, k= C(e)logn, 
(2) 存在 了 上 一 个 Euclid 范 数 | "| ,使 
(1-)]|у|ж{у[&(1+)[у], УУЄҮ, 
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证 明 不 妨 设 n3, 
S D h U (X yr КИНИ. 
А оН Euclid Ў Ж, HiJohnzg С 4.3.13), 


"n |х| 11151, Vee X, 
应 用 定理 1.3.15 (= 1, ab<./ n), É 
+M.<A,< Gr M, (4.13) 


rir кх) [xb m3. 
再 应 用 Dvoretsky-Rogers 定理 (定理 4.3.14), 存在 关于 
ГТ 的 正规 化 正 交 基 js， 使 ul> Lines [2]. 
由 S "1= {xE R*;|xlp=1} 上 正规 化 * 球 面 面 积 * 测 度 ui 的 
TER ASHE, ХЕ tC (0,11, 


Жр (т. OD Rademacher 国 数组 。 . 
XP EAT t 在 [0,1] 上 积分 ,有 


А, = f i= |> CE) xui du... (x)dt 


Dri Dait | au (x), 


>| maxisasldus-i со (应 用 三 角 不 等 式 ) 


= max |x,|du,-, (x) 


S*-3 jdajct 
zc( I8 * y, 《应 用 定理 ,4.3.22) 
其 中 C 为 绝对 常数 。 
БЕШ Са. 13) CAMERA, 
1 с logn \4 
М> Ар CO y. 
由 定理 4.3.19 HI, SHE 2220, 存在 Cle) 20, 使 得 对 性 何 nn 
ЭЁ Banach 空间 ;存在 和 的 尺 维 子 空间 了 ,使 
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z 
(1) dim Y = kz«C (e) en- n( Af) 


- C? logn 
ж С(е) (п Dy n 
CH Kit Р=1), 
(2) 0- 0M. ylslylxtt--e0M,vlo VyS Y, 
Ау = Miglin, V¥ EY, Mj- |Æ Y Б Euclid i, A 
(i-elyl<fyl<d+ely|,VreY, 
Am, nsa 122 nl, 
G: 1 
к> (ету —3 log n, 


= себ Ll. 
4 C,2 COD aip 37 МИ. 


我 们 看 到 , 当 53 H,logn<1, НШ, k=1 即 可 , 证 毕 。 

从 DYyoretsKy 定 理 的 上 述 证 明 看 到 ,概率 论 的 方法 在 Banach 
空间 理论 研究 中 是 一 个 重要 方法 ， 这 点 也 在 Davie 8E Enflo 后 
给 出 一 个 可 分 但 不 有 具 基 的 Banach 空间 的 例子 中 看 到 (参考 书 
(L-T-D). | 

对 许多 具体 空间 РР» (1<р<-коео), 5 1, К Euclid 
裁 口 ( 子 空间 ) 的 维 数 估计 ,有 许多 较 新 的 结论 (M-5-1)。 
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PAE ”型 (type) 和 余 型 (cotype) 


前 商 我 们 引入 的 [0,1 上 上 的 Rademacher 函数 组 tr (0145, 
用 概率 论 的 术语 来 找 述 ， 就 是 一 入 以 概率 取信 1 的 独立 同 分 
Ж UL A FP CRT Bernoulli FAD. EU esie RA 
AU ERE, Же Cen) SUE DIT ЖИГЕР A EAE SY 

(1) Ўт. ose +e, a.e, 


(2) Six, + eo, 
fel 


如 果 Ce.) с, dt Banach 空间 X Ч), EPID Ж 
否 等 价 呢 ? 著名 的 Kwapin 定理 表明 ，(1) 与 (2) 等 价 的 充 要 条 件 
E X ARRET Hilbert 空间 ( 见 定理 5.3.6), 

我 们 把 上 述 问题 作 更 一 般 的 考 8, 3| A type 与 cotype W 

定义 5.0.1 #1<p<2, Banach 空间 其 欧 为 型 p(type p), 
如 果 存 在 一 个 常数 C0, 使 得 对 任 (xi) CX, Ж 


TEM "E x. 1 . 
(J, | zir Фа аг). «С (2:1 а), | (5.1) 
3 B fa A ERY ИСА X BY type p Ж 数 , 记 为 
t(X), 
Mt X BY ARREST T ASL E Cy po 的 概念 ， 
EX 5.0.2 Hicp<2,TeLcX, Y) Fes p (type pm 
果 存 在 一 个 常数 C> 0, ИНИН (х) CXR C 


(d Хот» ay <e(Sisvy , | (8.2) 
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并 且 称 满足 上 式 的 最 小 常数 CATH type p BR, A(T), 
注 1 X #1урерї X E 3 EX LSE F le type: 
Р, EBX) = t,(Ix), O 
32 Ж Bochner TAS [a iy E de k ak (5.1) A, FR 
7 
PACES sn 
有 时 也 用 数学 期 望 形式 将 (5.1) 式 写 为 
2 тъ ? 
Е |тоо «c(xivy.a 
同样 可 定义 余 型 (cotype)， 
Ж ЖИ 5.0.3 #:2<а< +оо, TEL, Y) RH cotype q, ШГ 
果 存 在 一 个 常数 G> 0, MRM fE Gro "C X, A 


«C | Go) le. 


(È rx г) «c(& [Zir axl’). (5.3) 


FARA Eb AW Bob AE EC DS T Hp cotype 9 常数 ， 记 为 
ch (T), 

Banach 空间 X RAAM q(cotype p, MAX ASAT 
Ix dé cotype q, Н cf, (Xo =ct, (Iz), 

为 什么 对 type p Ж cotype qh EMP, b, q 要 作 如 上 限制 
we? 事实 上 ， 我 们 将 证 明定 理 5.2.1) f£ fT Banach 25 [8] A ЛЕ 
type 1， 并 且 不 可 能 有 大 于 2 的 type; 任何 Banach 空 间 那 是 
cotype co, 并 上 且 不 可 能 有 小 于 2 的 cotype, - 

在 §1 中 我 们 将 证 明 著 名 的 Kahane 定 更 ， 它 吉明， 对 


1<р< eco, |2 пә | 均等 价 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 


L, (LUX) 

有 反复 使 用 Kahane 定理 。 在 $2, 我们 对 熟知 的 经 典 空间 讨论 它们 
的 type 和 cotype, ТЕ $3, 我们 研究 type 和 cotype 在 Banach. 
Zs AA sie POSE. # $4, PRES type 密切 相关 й. 
B п, TE SS 中 ,我 们 讨论 a 30095 b —SOGBIS BR. 
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51 Kahane 不 等 式 


Kahane 不 等 式 可 看 作 Khintchine 不 等 式 的 推广 , EAS 
UE, A EA r PR Es A AR ES 
JH] FAM BE E BE B fl BEI ERA M-S-D.,. 下面 给 出 一 个 分 析 证 
Bj. 


EE 5.1.1 (Kahane 不 等 式 ) #1 <р< + се, 则 存在 一 个 
MAN RK Ko 0, 使 得 对 任何 Banach 23 fil X, 4£ fil G0 CX, 有 
P Esos dec орау 

«xl. [Zinalar 
首先 ,由 Hódel 不 等 式 , 下 式 总 成 立 : 
Р 1 
f xroos|a«( (Í. | >т (Ox at)’, 
Fa Jr IWJ S ЈА H (ri Q0 5, 的 特殊 狂 质 所 决 定 的 ， 为 
站 ， 我 们 要 证 明 一 个 不 等 式 ， 


引 理 5.1.8 令 1<p<q<+oo， а= РС, идр 
Ru. 有 


( пашт [1— aul? y <( — oar y. 


证 明 分 几 种 情况 考虑 ， 
D RIPS, а-у, Ai upo, 
(a) 0<u<1, 由 于 
q q í b = : 
(Aja (А), в=1,2, -- (5.3) 
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Q(teyve ierovu0<ril,v>d, (5.4) 
ix 


(leant а-ай Y Le (Aeon 


m „РЁ sig ETAT . na . 
sit (4) и (根据 (5.4) 
«o xe ORAE (5.3) 
UP _ юр 
п +и. zu we, (O<u<b, 
(6) udl, MO<L<1,H |ltaul<lutal, w 
1 1 
( [l+ euj** |t - au|š у<( iut ai* iu aj* y 
2 = 2 
| ij | LES 
l+ 于 11-6 q 
= uf ! u | _ ) 
P 
ITE + š A 
ul Le u u 
以 ) 


-( | u|1-u[* y 
2 . 


(2) В apaq too, Wi<g’<p’<2,H 


1 i 1, 1 
Lee =l, —+— ,-=1 
РИ q а” 
-fazl [g-i yp 
В @ | b-i y pII a, 


c T; LU, 1j—2»Ls [90,17], 
上 1 
cro) = | Роа а (Гео оа) со. 
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BET*. L,/0,131— L49, 11, 
(T*f) (s) = [ioa e( re пФ) ә. 
Xd nisl HSPs nO = 1,45 xe. 
容易 验证 : 


1 
[1+ a'"u]”+ |1- a'u” y 
2 


Ime ( 


1 
| d _ 4" + 
<( ll+u1s aL ul y , ucR, 
t 
jlt+aul?+|1— aul? y 
2 


i< ( 


1 
Р м P + 
«(tm + ul )' ue, 


(注意 验证 中 用 到 | оао). 
HF ITIS T*S, 应 用 (1) 的 结论 ， BU A C2) Be are 
(3) #Ж1<р<2<д< +оо, a= 2 Msi we R, 


( Jitan|?+|[1—aul* y 
2 


sie sol e po eri [y 


-( 


<( rye Tz Bo Tui) 


«(Лъжи YW, 
«( 2 y. uw. 


EX БЕЛ ak ЖИ u HR Banach 空间 的 元 仍然 成 


立 ,事实 上 ,有 下 面 引 理 。 
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a 


5192 5.1.3 К 1<р<а< +=, а= / Р ， 对 任何 
Banach 空间 X, Тф z, y € X, 1 


1 1 
( lx+ayl'+ |x- ayl y: <( Ix c yl* + [x= y y 

2 2 ` 
TET) Hg 5.1.2, 对 任 820,020, H 


І. А 1 
( запі зау Бааары (5.5) 


dux = x +y, z, =x- y, t= Cla + а], 
н.= 1.1 1211- 15.11. ШР0<а m, й 


2 Iz, 


s lea 1- 
lx + avis = а += 


ау 45% Im E LES ||, 


利用 (5.5) 式 ,我 们 得 到 
[е + oy |+ [x — ayj y 
2 ` 


(C; 1) „(Жш e^ $^ 


ql 
ist) ү 
2 


1 
(+ ам,)* + (u, — aut y 
2 


л 
«( [u t Hl” + an ann y 
= 
2 


„(18+ эру 

[кту + . 

证 毕 ， 

Ж 上 述 引 理 的 不 等 式 实际 上 可 写成 


[х + ari GL, eu ету | Ly СХ) 


-* 234 * 


GALE 11,00,11, X) B8 EL (X), O 
88 9.1.4 F lcp«qcro z = i 则 对 任何 


Banach 空间 X B(x)", X, 有 
i » 1 
(imn rmn <( + т, фа) 
GEP (т, (14) ) Rademacher 函数 组 )。 
ШЕ НИНЕ, Oo = 1, 5] 15.1.3 即 得 。 
假设 当 # 的 情况 不 等 式 成 立 , 考虑 n+1 情况， 


1 a+ 2. 一 
(| [xo + 2 rift xs d) 
ù #-1 
1 п 
= (27, [xa TX. a > ri (D x; Fdt 
8-1 


1 
1 n T 
+ zs [ЕЛ 一 IX a> ri (12x, dt) 
1-1 
g 
1 n P 
«( 2^! | | Xo + aX, + 20x [at ) 
o fal ak 
1 n Р м\т 
+ (f | Хр ОХ, +> r (t) x; |at ) ) 
i=] | 
= (27 | x. + >1r,(t)x, + ахы]; 
| izl Lp (Xy 
` a T 4 
ж ne 21 nen — axsa] ) 
{-1 . Lew 
E Ф 
«( zx t Dri x: + xul 
f=] | La (X) 
` : P F 
+ |+ 2 rn xul ) 
P Lp OD 
ж+1 
= |а, + Sra | .c 
i=l Lix} 


证 毕 。 | | 
E RAM RNB фл = 0, NBA: Acte 


"db: 


400, 4:79 Banach 空间 X, EH (xo, CX, A 
|250 | Saf - Т |2. Ti (f) x | А (5.6)! ] 
iI RGD -1 ka iL OD 


定理 5.1.1 EN Ptl< p< +оо, h Hodel 不 等 式 ， 
1 s Р H 
(|, БОЕ dt) 
`. = 
«(iz >: nOn at) | 


([, (| |> " x | ay Ser (5.7) 
根据 (5.6) 式 ， 


(|, | > ri (1) x; | at)” 


= ГЕК >" (xil ау. 


BREG. DA, 


(liros ay 
2260—15 


“ie (Da; И a Ins i ау 


zr tx" ary? 
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Bn 


(£2 wal ay 
«(CR 2p - i ~ | роза. 


> K- iy "BIN. ЕФ. 


注 1 d Kahane £ $£ Ж, type 5 cotype X Х Ф й EZ 
(жї ял в (51) re ut. 下面 的 内 容 中 ,我 


们 经 常 使 用 这 一 点 , 虽然 ,对 不 同 的 r，type 常数 可 能 改变 ， 亿 一 
般 说 来 , 这 并 不 涉及 本 质问 题 。 口 ] 

i2 gr Kahane Ж Á WF 3] Khintchine KER, 事实 
Lb, at l<p< тоо, fi (a), SCR, 


Í PI DILE «(E Ban’ ay 


«(2 1 n 
. (a) "(liano |у 


TELS 
«sj ar (b |а 
ГЕТ 
1 я 
` 
«xf. i-i 
1 
1 * P > 
b ШАШ at)’ 


Gu Ly" 


>: ar (D jat. 
taj 


i 
Qai 
:四 | at). 


[È aro |а 


e iy ff Barco Pay 
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HS) Gem l'a) 
«Quy (e). 


这 就 是 Khintchine FHA, HR KEW Жл An B, RAR 
3t. О 
由 Kahane 不 等 式 可 证 明 下 面 一 个 wapien 定理 。 
定理 5.1.5 ju R3 r (Dx, E LOO fh je Se MM xe HE bj 
.C>0, Ë f 
f exp («| Ert», )й< Tes, 
证 X& 10,4 
3 — D! pre aco, 
.由 于 rs) 的 独立 性 (概率 论 意义 下 )， 
i ae 2 
[, ехр(с| Ха Jar 


«f. exp(2e) Z; rox) . ехр(2с| Sr (t) | Jat 


2 


= {, exp(2c 2 Фа Jar- f exp(2e | È поа | Jat, 
由 (5.6) 及 Kahane 不 等 式 ， 
IGC CI > rox] dt 
-$ GEL Snes |" at 
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P (f 3 ZO a) 


j=n a-l 


«$- 2e хаса D xx (p: > па lat) I 
-5 залак. ( (f. | > пФ |а) 


Perl 
Жп х, [E S nos [ast ni 


[exp (2e], > LO 


=al 


ATi. f exol iron aes co, ЖЕЗ, 


$2 经 典 空间 的 type 和 cotype 


BBB type 和 cotype 由 子 空间 继承 , AEA DESAN 
ЖЭУ. 我 们 还 看 到 type 与 cotype 在 一 定 程度 上 由 有 限 维 子 空间 
уе ВЕ? ВТБ Е, Н, буре 与 cotype 是 超 性 Hit (EH # XJ 
type p(B cotype q), HY € X PAHARRARY<X), MM Y t 
jkiypepGOHE HE,cotype 4)), 

定理 5.2.1 (1) 任何 Banach 空间 XJ&*type 1”, 并且 不 
BY RE SE “ty pe> 2”, А 

(2) 任何 Banach 空间 六 是 “cotype +оо”, B AS 可 能 是 
*cotype<i2”", 

证 (1) 因为 对 任何 Banach 空间 X (xo CX, 


17у " a 
[|S cx [а | 2 silat = zll, 
-1 йз=1 га 


ЕАУ Banach la] X дуре 1”, 
Xi poe, 且 存 在 M> 0, 使 得 对 任意 人 xi) MC, A 
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Hüxm€s00,:«j«n, WH Khintchine 不 等 式 及 上 
式 有 ， 


1 
Ain |, 


矛盾 ! 故 性 何 Banach = jas АВ “type>2”, 
(2) 因为 对 任何 Banach 22 [8] X, Ep (x) СХ, 
maxi «27 2 |$) oa | |на, и E n 
1«i&n a= + j-1 #=1 
Banach 27 8] X JÆ “cotype +оо”, 
# 4<2, BEE M>0, HEME (х) ACK, F 


в 1 1 
>r; (t) d Mw, Vn, 
d=1 


M(x iw ls) SAPE 
在 上 式 中 取 Xm € S(X1), Leja, A 
Ма «n, Vn, 

FA EW Banach 空间 不 可 能 是 “eotype<22。 证 毕 。 

命题 5.2.2 (D #H1<d’<p<2, 如果 Banach x 8 X E: 
type p, Д X de type p’. 

(2) Ж 2<а<=а'-© + со, ШЖ Banach 空间 X &cotype q, А] 
用 也 是 cotype g’, 

1 
证 明 (2 1917) rft. ud. 


W (OQ, >, u) Н AME Sia, ic L,(Q, Z,1038 L, (C£. 
为 了 讨论 1,00) 3 00 type 与 cotype， 我 们 需要 下 面 的 引 


引 理 5.2.3 Фї 2= g< +оо, GO BCL), WI 
(Sine) | «(S int) 
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жи (| з), = iine]: (бнз) 
- (È if i). 
证 毕 。 


ipo 这 个 定理 也 可 家 述 为 当 2 qc 时 ， 1.02) % 2 & 
#, Г] 
引 理 §.2.4 dPlispz, GO AOL, WJ 


(È ма) «| 2o) |, 
证 明 [ey = onn? du 
(Sint) QI nr). 
对 每 个 固定 的 ОСИ ТЕ 


H Bochner 积分 的 性 质 : 
Hf read] <{ fe ladu (5.8) 


x 


(R X=1,) BIS 


X, 1л auy Y <| Gus»? y du 


故 (> муру)", 
Bp ШШ BC. 
EY 


ж жета ш Spa 8. L (OQ) 是 2 Wf LT 
Em 5.2.0 ж 1р2, W| L, OQ) E: type р, coty pe 2, 并 
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AY dimL,(Q) = + со Bt, L, (Q) NAP REA ty per, r> b, 
xo tt p-1 RINE L, (Q) B4typel’, D] 
证 明 CUFF Laps, M Lowe type b. 事实 上 ， 
WAR OED. TEL, PIEZEK SP2, ЮП 


(| > r. (D F: Go) ау 
«(fx ri CÓ fito) КЭУ 
= (21144 со) (Dio) | y. 


即 NES r Of Go) а= 2 fico) |, 
HERET o 积分 ,得 
f, f PLI (o) I dtdus 5n 12, 


但 
1 n Df 
Í | |> r (D fi Co) | dtdu 
OJU|i-I 
1 . £ 
= || confi) ара 
pJ Сс | 
ipm $ 
-f| hro] dt, 
[4 


(1E sony <(2 wary 


《利用 Kahane PER, vaL type p. 

(2) 15 , W L Bcotpe 2, їж Е, sl mA 
5.2.4, (Q) 是 2 Ui, ERC Khintchine 26, L,CQO 范 数 
AGATE LMK Bochner 积分 不 等 式 (5. OB 


(2: иһ) «| AONI 


a 242. 


«lix rfi co) atl 
«A af E ron], dt 


1 Ыл U 2 * 
«af zron ay. 
à LeO 34 cotype 2 (iz А, Æ Khintchine 不 等 式 中 绝对 常 
à. 

(3) Hi<p<2, HL (D FE 70 93 WE 889, MJ L, Ж Ж 
typer, Xj rp. BRL, AFL SIT LO»xGT Sid (用 到 
dim 1,009) = +o) Rp type NP ARR A, Hub L, + AE 
type т, Уј r2 p, Bienni АЕ L, BJ ARE, WI 
IE 6| =n a’, VD = +1. 


fal 


‘iS n : 
1 NS r (De |4 =2 221 | =n», 

š r nm 
н(е) -», ВНЖ x. BD Qu L, 6 type r,X|prlf. PEH, 


ik 实际 上 ,我 们 也 证 明 本 定理 对 LOSbS2) Re Г] 

定理 5.2.6 FF 2 q< +оо, W| L, (Q) J£ cotypeg, type 
2, H Hdim LO) = +оо BF, L, 也 不 是 cotype r, X rq. 

证 明 (D HH 2K qc +оо, M LCM) жсоѓуре q. BRE, 
Hj Khintchine REA., ЫСО) 范 数 的 单调 竹 及 工 (2) 值 的 
Bochner 积分 的 不 等 式 全 .8) ,有 


(GG 1) 


| 243-6 


1| ^ 


| 
[Zirh Co) fat |. 


Š | f-1 


E 
«А [I2 non] at 
<ar чора). 
(2) F laqa +оо, AM KhintchineR2RE L.( OQ) BJ 2 
ЕЯ, 
она (ола) 


Gero Гам) 
(Lignon Гаа) 
(нуу 

=B} (Sin) |, 


ín 1 
<B (212) . 
H Kahane 不 等 式 即 知 , (Qy ДЕ cotype 2, 

(3) # 2xqc +оо, Н dimL, (Q) = +оо, MLD 不 是 
cotyper<q, ЖОЕ Б, Б-Т, Rains 2=<q< + оо 
Meh RE: cotype r Оф r= p Ши, Ocean ELM APR, MH 

" i LL 
(ler) =n", 
但 
[lence di-n B 
Gd fei ! + 
Em т< а,» Ат cotyper, EIR, 
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i1 ЖЕЕ, RN MEAT AL 28 q< нос) ЖОШО 
x. D | 
i2 ”这 个 定型 了 世 可 用 在 自 反 空间 中 ，type 与 cotype 的 对 
偶 性 (定理 5.2.8) 得 到 . [Г] 

定理 5.2.7 1.00) db "type 1”“cotype oo”, 3: H 34 
dimL..(Q) = +оо, Le 1 Æ type p, H 任何 p>>1， Le 
不 是 cotype g, 对 任何 q« +оо, 

TER] 下 定理 5.2.1 M L. (Q) type 1"flicotype +оо”, 

TIT AA VE ВІ. Ж E type p, 2 fE fi b DUE Ж Ж 
cotype q, MEM q« + eo Bm, ATL. ST 1 АЈ 空间 ， 
І<р< +оо, Bi type, cotype BUT s [Н ЕКЕ, ACH 
5.2.5 及 定理 5.2.6 即 知 所 要 结论 。 证 毕 。 

Ж 容易 着 到 cu фуре I","cotype +оо” Etype 
由 ,对 ТЕ p>1; FH cotype q, HER q + eo, LES eC. X, 
RIX {я X*type 1","cotype +œ”, [7] 

利用 Kahane 5263597 uE B] ЕИ ЗНАЕ”. 

定理 5.2.8 #:1<р<2, ШЖ Banach 空间 XX 是 type p, Wi 


X* 是 colype q, Epi ela, 


HE ER (xf),2, CX", 
对 任何 6 0, G0 2, C S OO, fi 
| fat iS texp@d IKIER. 
由 Hidel FÆR, Kahane 不 等 式 得 


(2: tær)" «a «o(z: (xt cy) 
= (1+ ғ) sup "T (аг) у д laii) 
= (1+e)sup (C2 гй) xt) 
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(S ri (t) axi dts > | a, | es 


«sup [|> " DE 


L, (Xe? 


я 
. Snax, > la i^i] 
#-1 


PESE 1-1 


<(1+e)K,sup {| Z (раў 


LOU 


* > r (t) ax; > la; |261 
P 


L (X)3 1-1 


<1 +2) КЬ) sup{| 2 ri 1. ix") 


(È lant Y Z lal<a} 
= +e) K» o nei, "E 
再 应 用 Kahane 不 等 式 , 即 知 X* 是 cotype 4. П, 

#1 E), 从 定理 立 即 可 知 ， ЖХ" type wp xx 


-otype q, opty =, Г] 


#2 XXE —UR A, И ca Ж type 1, cl, 
是 cotype 2。 但 有 如 下 推论 .加 
推论 5.2.9 AX EARS. JRHOX ж cotype q, 2<4< 


+оо, X* à type ps peal 
注 kp k, Pisier(Pi-1) E ИФ X A Baw Banach 室 间 ， 
1<p<2, 1 toch M| 


(OD X & type pëe=>X* Ж cotype q. 
(2) X* Z type p= X: X cotype q. П 
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§3 type 与 cotype 的 特征 


本 节 将 给 出 type 与 cotype 的 特征 ， 这 些 特 征 与 Banach 2 
间 取 值 的 随机 变量 的 收 侣 性 有 密切 联系 ， 这 样 ,就 本 我 们 把 type 
与 cotype 的 定义 和 本 章 一 开始 提出 的 问题 联系 起 来 。 

RT ЖЕ ШЕННЕ РЕ], 


8133 5.3.1 (Levy L3 # GSC X, E Dre. чс 
+ оо, RET 2270,76 ` | 
m( sup pu (ox |>a)<em([ Èr: Dal >а), 
其 中 m 是 [0,1] 上 的 Lebesgue HE) 测度。 
证 明 RBS a.a oo, 
& А, = {ts Ir Cx) >а) UU 
A,= {ts |r. (01а, [ri Ox tri OO x, [>а 


A, fi; Er axla, `"... IS, (x «a, PR |>a}- 


A= {ts sup! 50а |>а}, B- (t, [Eros |> y, ` 
П ALMA, = p, ktl, BA- UA. | 
我 们 有 ,对 任意 后 
m (BRA) 21m», 0. (5.99 


k — k ta LAE 
SEL, Box ro «iE + È ros | 
ia . 2 lu Domi : 
1 бё 
+1 | (а =з фа], s . 


аф а 


Avs (ANB) U CAN {i (Sron S nex |>a}) 


i=k+1 


由 于 {с.о hz, 是 一 列 以 概 ¥ +1 HYERES, iB 


mO В) = mant [Èn Ds- $ ont |>a)} 


erus 

wt, m (ANB) Simiad, 即 (5.9) 式 成 立 。 

但 是 ， 

m(B) zm ПВ) =>) m(BNAY> 2B mad 

=Y mA), 

证 毕 。 

引 理 5.3.2 (1) # aCA, li 27,0) < +оо, AGF 
在 a> 0, b>0, 使 

g b 
m(|> n Os |>а)<2, 

则 m(|È roz |>2a)<e 00 

(2) d Gu) др CX, ft sup > rit) x; |< + co， 旦 存在 
a>0,b>0, i 

m(sup | 2ir s |>a)<b, 
в d ief 

p : n 2 
lil m( sup b ri Cb) x; | >2a)<2b . 

证 明 (1) жа т, +оо, 

^ A= fi sup |> ri (D xi l>a}, 

B= f |> r (Dx, |» 
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G- [n p r (Da | 22]. 
BB EE mB) <3, 根据 引 理 5.3.1 1, 


m(A)<2m(B) «b, 


象 引 理 5.3.1 证明 中 那样 , 令 
A= (t, [ri x] >a} 


k-1 
A - ft; |r, C) xi | «a, ө, pa тх |<a, 


[gron |> 


неа, P r: (t) x; |>}, і. 
ЖІП], ANA = $, k+l, 
A= ACCA, (5.10) 


Н GO) HA OY Ta Sr BALA, de 
н m(A,CC,) = т(А mC 


|È нох |- |$ sos |<] ож], 
i= -l i-k 
ëk ANCCC,, Алп А„П С=С, n As, BEI 


тА ПС) Em ПС) =m (Ay) mC) 
<m(A,) sup m(C,), Vk, 


Pb HE (10 8, E 
m(C)<m(A) sup m(C,) | (5.11) 


另 一 方面 , 由 于 
| > nwa |<1 sos: > 
i-ktl 21:3 =+ 


т 


+A Sra È rx |, 
2 111 i= FHI 
故 ` 
| Н m 
C, Bl {ts әт (Da Y nox |a], 
2-1 : i=k+1 " 


因为 (0 Y iH ELBE T Р, Mc 
m» = m(ts [Sr (Dz. € nx |>a) 
Fi icc 
Р, тС) <2m(B), Bibl 
| sup m(C,) <2m(B), 


再 根据 (5.11) 式 ,有 
mO <2m (A) mB xb. 


证 毕 。 mE | 
(2) 不 妨 设 sup | >! (к, |< +оо, vteto,11. 
^ р = {ts sup | >! r, (1) xi |>2a}, 
W [7-1 


kh 
<= {н Sup > rOx I2), 


pe 


A= {ts sup | 2; r; (t) xi [> 中 
n ї-1 ` 
. &-1 
А, = [ts Eri x da, сч» |> тл |<а, 
Е 
P r. (txi {>a}, 
i=l 


由 假设 m CAD <b, 23 (r, ФУ} Je АР ВЕ УНЕ, Me 
mi ND =m(Am(P,), 
ee ken kbp | k-i 
H2 > Y (12 x; |>| 2 ri (b> x; | - PIE |, 
Mme, ANDCD, АПА ПРСА ПР, NK 
mAND Sm As NDD =m (AD +m (О) 


a 750 = 


«mA вирт (Ds). | 


由 于 DCA A-UAsAA- ORAL d 
m(D)<m(A) siipm (Dy). 
DAE, FUE rs D JE EUER T +1 ВЕЛЛ Ж, 4 


A, sup m(D,)<2m (A), 


HLL, m(D)<2m(A)m(A) «2b, 
定理 5.3.8 D 车 GO CX, HB Ox, S +00) Rt 
任意 Dip + ee, 有 
Dr. (ae LO, 
(2) Ж (x) CX, f sup |21 r Ox (D x, |< +оо, niit 
Р1<р< +оо, 有 B 
sup (2 rx [EL . 
ER DF Go сх, Xon V +oo， 我 们 不 妨 
ж} (Dx «eo, Vt CI0,1), БИ, AEM > 0, f 
= | los 
m (t |> r. (i) xi |>M)<+. 
也 引 理 5.3.2(1 31 и | | 
=> "T 1 1. эл т E si UU 
m (t I$ r(Dx | 2 M)<1(4) je 
4 Av={ts |2 nx |<м}, Asi {ts >u <| ri (txi | 
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<2"'1M Jone 051,255 MJ 
тА, ma) (1 у 
INPS n Ox | ha =>), [È „оа Рае 
<£ Е оем? ту" < +e 


即 Ga € L, Wi, 


(2) (OIT ШЕ ВД. ULM, 
# #0O0<b<1,% L,OO = Uf 10.1] — X WJ wu Ж. E. 


[fi an» [tO Parc +оо}, 区 由 定理 证 明知 ， 定 理 结论 仍然 


exo 
定理 5.3.4 d 1<p<2,X Banach 空间 , 则 TFAE, 
(1) X Æ type bi 


(2) 34) 2X, a(S ix vy < +оо (шы л 


€1,(X) ) n r, (t) x, » +оо, 
CD Ж GO CX, HOO Eb), MJ 
sup |> r, (t) x; [一 < +оо; 
(4) 存在 常数 К, HME X 值 独立 均值 为 0 的 随机 变量 列 
(x, (0) 5, ЖГ 


E |>: x; (a) | <x SIE Ix Co) |, 
1 fmf {=l 
证 明 (1) => (D (х) СЕХ, ena ELK), ЕХ 
E type p, 故 对 任何 m4 


|, Р Èr (t) x; [й<к( > > isl y, 
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Hip K HED RR. 

因此 ， (> r (t) x, ). d L OX) th Cauchy 3], A EL, CX) 
uray, d (> ri (bx, e) 是 Martingale, 其 中 0, 是 使 
(r, 000,5 可 测 的 最 小 上 代数 ,因而 ,根据 极 大 不 等 式 的 推论 (定理 
2.2.10) 50, (2 rOn ) Жас, 从 而 È r Ox. 之 


+ OO, TE, 
(2) =>) BR, 
(3) => (1) 4X,- Í x МЕХ; sup | >) rx 


| а.е 


1j а І 
+, LG) loc sup | (Brin |4}, x,= LO, 
НЕН §.3.3(2) 1, FF Ce) CX, di f$ sup Iz Tr; (P) xj | 


M + ee, T(x) оао, ER БИШЕ X, JE Banach 空间 。 
& I X,—Xos Da = (ХУ) л,» Hie (з) 4, FHA EM 
的 ,容易 验证 I 是 闭 线 性 算 子 ， 根据 闲 图 象 定理 知 ， 工 是 有 界线 性 
算 子 ,从 而 存在 K> 0, di | 
feros ac (бау, 

根据 Kahane R&R, AMX J&stype p, ШЕ 

(4) => (1) BR 

(一 > (4) CR, (М-Р-1)), Еф + | 

ki D= (4) HERR LER RAS sq 3 о 
机 变量 进行 对 称 化 后 立即 得 到 《我 们 不 再 讨论 对称 化 " 问题 ， 故 
ЖаШ). П] 


#2 这 个 定理 将 type Ke HRT rH x ae ik 
BO At oe TRA, E X E type2, MH Е 
. 253 < 


x EXE <+ =>} г.х, < +оо, O 


IES} RMB FHSS E: 
定理 5.3.5 He 1<p<2,X# Banach 空间 , 则 TRAE, 
(1) X di type b; 
(2) Fi G.(GoY) 5-0) X (EB sr A 0 BJ i az ВЕ #L E 
A. Wi Eras (о) |< +со, B 
P > x; (@)— > 0s 
O HEME, HE оо, W 


ES > у, (lx; — So. 
H irl 
WEB] (SI CH-J-1), 
下 面 我 们 讨论 coty pe 的 特征 。 
定理 5.8.6 i 2<0< +co,X h Banach 25 јај, Ш TFAE; 
(OD X Æ cotype qi 
(2) E GC, wÈ r,(t)x, < +оо, Wisi +оо, 
E|! (n) € LOO ; 
(3) 车 (x) 44 — X, [d Sup |5; ri(D xi |< +=, Bu] Cx um. 
єз 
(D ERTEK K, E ERE) Со (o), ЕХ 值 独立 均 fü 
о 的 随机 变量 , 则 
| X Elxr(e) l«KE|2: х (о) r. 
证 明 => (38 (хо CX, вирі 21 r, (o |< + оо, 


由 定理 5.3. 3(2) t 
a 2546 


sup > ri (Dx; JEL. 
ЭЛП 
‚ох TC 
sup(| 2: "Ox | at) 


1 1 * 2 + . 
=< M sup zin s |) dt) < E 
5 X Ж cotype g, 故 存在 常数 KK, 对 任何 m 有 
(Z init к(а у 
«x (f (чопо) аус 


1 
wt, (È Б) < +e, E, 
i=l 
(3) 一 > (2) 显然 ， 
D= 0) 令 Хо (GCN Xr m +оо, 


bin L jË 
[х= 1G) = sup (|, РИО dt) ; Х,= ОХ). ` 
HEH D пф +оо, Misup I: па | +оо, 根据 
m | ed 7 a 2 i 
定理 5.3.3(2) All, | Cra) eo = sup|( |>; тл а) 


1 һ z * 
«ор она), 
容易 验证 X, 是 Banach 空间 ,根据 条 件 (2)， 

I, X,—X,,IGx,2 45 = OX р 
ETUER, H AE IABITERCT.NUEBIESUEREE, IEE 
FRET Lio sr ABB X Ze cotype g ЕҢ, ` | 

(А) => (1) W K, 
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(== (4) BIL (M-P-1), uis. 
Жі CS (4 实际 上 是 考虑 独立 随机 变量 对 称 小 。 
注 2 由 这 个 定理 知 ,cotype 的 概念 与 级 数 21.008, 的 a 
e TULIT . ЖЗ; BX Ж colype 2, i 
> r, (t) x, < oo M EA x + оо, 


因此 结合 定理 5.3.4 i£ 2, 我 们 知道 ， 
X Æ type2 E cotype 2, 32 {УЧТА У: 


Bra, eoe X ix, ‚®<йсо, 


nel 


THANE X E type? H cotpe 2, 3 Wd ш XæHilbert = 
fl. П 
定理 5.3.6(Kwapin БШ) E X Jt Banach 空间 , Wt) X Æ 
type 2 Н cotype 2 4 НДХ Ч X~Hilbert 空间 。 
. 这 个 定理 可 以 由 下 而 更 一 般 的 定理 得 到 。 我 们 先 引 入 几 个 定 
定义 5.3.1 UE X.Y dt Banach 空间 ,TEL(X,Y) 称 为 因子 
T Y 分解 通过 Hilbert 空间 ， 如 果 存 在 一 人 
Hilbert Ж J H E SCL(X, H), RE 
L,Y), {ë T=RSCLED. 记 这 样 的 算 
子 全 体 为 P OX, Y>, П 
H r; CT) = іа |R| *1S/; T2 RS 
SEL(X, H), REL(H, Y) 045 Hilbert 空间 H)。 
定理 5.3.7 ÚW TCLO,YOR type2,8c L(Y,ZDdkcoty pe2, 
网 STE T,X, 2) B. ri GT <, (Тә) сі, (5). 
显然 ， 应 用 定理 5.3.7 于 下 上 的 恒 等 算 子 ， 立 即 得 到 定理 
5.3.6, 
为 证 明定 理 5.3.7?， 我 们 要 应 用 Gauss 随机 变量 这 一 工 


- c 


x 


R 
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XE3,5.8.2 设 (Q, Z, P) JE ЕНЕ ZE, (Q, Z, PERE 
Zh yr TEM. Gauss PALER (g, Т, 指 的 是 (nO W JEE Т Ж d 
fh 
(1) Eig. imm | 1a co аР =15 


(2) Ер, = | scanap = 0; 


(3) Hoto SHER) Ai FRE: 
Piws (kho) 7 E, C000 € В) 


= + l5 
= (Qu {| exp ( do send 


VBorel FE В Е", : 
il > студа) (B) = P(o; (g,CoD, t, E. (о) Є B), HT 
RRB, tow)? 是 一 个 概率 测度 室 F], HP AAR tF 
Hy Borel FHM o KH, 并 且 对 任何 可 测 ü Ж f. R'—R', #£- 
t Borel 子 集 BE 2°, 有 | 
| AC Teme X) ditis) -| f (1(@),--,8,(@) dP, 
B A 
XbA-(o€Q;OiiGD, £00) € В}, O 
#2 设 (aD X nx m EX HE, S 8 = Saut i =1,- MH 
ABEGDGSS Go 具有 同样 的 分 布 ,这 就 意味 着 — 
| fom rt, X Ou un) = f f enr rm) daas ш 
" | 
[га о), 65 8,() dP = IC -£/(0)dP, 


Hop f RR! ATW ER, BED, ACS. ANAT MIEN 

和 将 应 用 Gauss 随机 变量 的 这 一 特点 ,LJ 
定理 5.3.,8 (D ATEL (X, YO Æ type2, 则 对 任何 
(xa * C X, A , | 1 
”357 € 


|* : 4 n А + 
(f |2: ета | ар) <t.c7) (2) dail). 
йб 1-1 i-1 
(2) € ScLoOY,Z)j& cotype 2; 则 对 任何 (y) CY, 有 


。 i 。 TC 
(Biri?) «etc (| hze] ar). 
证 明 (1) {ERR GO СХ, ME oc Q, i T T JEtype2, 


E, 
-a * 
Liz n, Tx dicti T) 2 | mil? g (oy 12, 


但 由 于 (人 (oo)) 5 (Tg (oy) BAA AH, MEK ofS, 


有 
fIzecors| ap 


-| [z cora | dpa 

mii 

= (| necs | ара 
OF O:-1 

={ J. > т (io) Tx, | ар 


n 
SUC) zin ^ 


* 2 4 a H 

Bp (iz g Та | dP ) <t,(T)( 2 EAD) А 
证 毕 ， 

(2) 可 类 似 地 证 明 ， 

证 毕 。 

为 了 下 面 氢 述 方便 ,我 们 引入 下 面 记 导 。 

定义 5.3.8 Fapte (у) CX, MRM x" CX" 

z Ix* GO PS 2а xp], 

WEO) 被 (x) ia fl, IE i Nn < (ху) tele 
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z3; 5.3.9 (yo AC (y) mr ABUS {р Ж S ВЕ 
(аз) 5, 2 HEM) (bp AERA 
` >: аы. «b. 


f=] 
* 

Ho у= 2a i-i, ‘iy HE. 

证 明 “>” BED (хр) у" j=l? 

4 S-(Ga*GpDux*eX*t), MUS E D ATEB, SM 
A S— RA at Gr 2 x" G0 5, ABRIAL BA P 
范 延 拓 为 ACLU, I), W|À|<1, 并 县 A 对 应 一 个 矩阵 (ар, 
FU, MED AER, Ж 
>: 2 abi. - IA Фу) P 


«|o А] = zie. 
Шш „шщ АШ EO PAE x€ X*, 
x* (y) =х* (> анху}, 1<i<m, 
Ш у= Bax, l«ism, iE, 
=" #£ Bnxm GE (a) MBER, UH XT IE 
x" EX", Ж | 
x* (у) =х* (z: ах) = Ўзан (x), 1<і<я, 
ЖАНЕ х'ЄХ", 
>: Ix* ao = 3 Saat (хр | «iis (xp |*, 
ї-1 ici 1-1 Пы! 
By (D 1 < (x) A. 证 毕 。 
下 面 我 们 将 首先 注意 到 算 子 因 子 分 解 通过 Hilbert 空间 这 一 ~ 
性 质 是 取决 于 了 在 育 限 维 子 空间 上 的 “一 致 性 WU". 也 称 为 “局 
WER”, | 
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引 理 5.3.10 3: Te L(X, Y), HERR C, HAM XW 
WR BET Е, HrOIDeC, WEL Yo, Н 
r; (T) C, i i 

证 明 这 里 的 证 阴 是 一 种 “标准 紧 性 论证 ?。 

AF = (E; E MEX ING RHET SA), F 中 按 包 含 关系 建立 
一 个 半 序 ， 

由 假设 ,对 每 个 EEF, T; (Tl <a, 故 存在 一 个 Hilbert 25 
їп] He, Е Bee Lik, He), AcE LHe, Yo, 1% Т|к= АғВғ, Н. 
!В=1<1, l'Az| C, 

对 于 任意 х,у ЄХ, E€ xy Y EB A 

| X Bex, Bey2-z| < | Bex 1Bey|s [xl oly], 
FOR <, >к HR Hilbert 空间 Hs 中 肉 积 。 
因此 ,对 和 任 x ye X, ЕХ. 
x, у» - Limes, Вку)к, 
其 中 Lim 表示 Bana ch HR. | 

容易 看 到 ,对 任 х,у z€ X, aR 

<х,уу = <у,х), 
(ax +y, 28> = alx, y) + Cy, $2 
C(BDBR T “<x, ху = 0— x = 02 外 ©, HEA RBH), Н 


x |? Lim< Bex, Bexde = <x,x> = limlBzx|* 
7 F 


>limlAsBexPC22C-2|Tx |], 
in 


BD С-ЧТе\< а, D <ia 
4 Y = Ux€ Xi Gi x) = 0}, #E(X, < PREF Y RAS 
间 , 且 进行 完备 化 ,得 到 空间 H, RH Hilbert 空间 ， 
ФА, CX,] 8D — H, Àx 5 x c Y, M 
JAx|< (х ху еў, Vx € X. 
故 ]А[<1, 
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< BY, AX—»Y, B,Ax=Tx, RON Ax = Am, = > xi x, € Y 

==> Tx, =Tx,, K В, juu eH, H 
IB, Ax| = Тар Са, х), 

Ал |B,Ax] = |Txi<ClAx{, Bi (B; [SC 

У Н = АХФМ, 1 МСН X Hilbert 空间 每 个 闭 
子 空间 1 可 补 ) , 令 B.H—Y, 

B(Ax,m) = B Ax, V (Ax, m) €H, 
MJ | BCAx,m) | = ]B Ax] <C Ax] <Cl Ax +m] = CI CAx, m) b 
Ал | BI<C, B BAx=Tx, 即 人 因子 分 解 通过 Hilbert 空间 , B. 
r(TM<ac, Ww. 

FERNE AH TENA, Үю аа. 
* 8pm 5.8.11 XE TEL(O,YOUWI 

TCDI,O,Y) «3838 С, BRE GDA, (0 * CX, 
(s) uah’ A 

BW Ta PLE Si. 

且 m(T) 与 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 常数 C —ж. 

证 明 “<=” 由 引 理 5.3.10 40, HABE X Ramee 25 
fe] BET, 23x „ХЕ K - S(X'O = (x*€ X*, |х) = Іри, 

4 COO = 人 :天 一 > 有 是 连续 函数 ; If | = max|f (h) |} 

&®С—={ФЄС(К);зирфК) «07, С & COO FF 8, 

A S = {Фе sns ineonm (HD 


=) [x* (o) j?—- Als p [2; 


2: | Ts. *>O? ар ^ He OES, 


is 


HEB, SE PES, ѕирф(Кә)220, ПС. = ф, 容易 验证 
S 2/748, 9 Hahn-Banach 定理 ,S 与 С. 可 用 jwECCK)* 分 离 ， 
Bp 
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Hilsa Mole. 
HS 70/54, а= 0, EU pol 220226 |c_, ШИ ТЕК TERI TE BIP. 
Borel 测度 如 ,使 


[oan V@ES, 


MITE x€ X, F(x") = x* (x), Vx* EK, Й £e CORO, 
Ж x, z € X, 18 Cl Те], Wy 
pix, ж)(х*) = [z(x*)|[*- |x| ES, 
从 而 
{16 dus | sr) duo. 


2 a=sup{({ | #(х*) | :do у, Ixj<a}, Ma>o, 事实 上 ， 


ЖИЙ a-0, 由 此 得 | .12(x*)j?dyo=0，YxEX， 从 而 对 任 xe X,. 


x*ES(X"), |X(x*) | = 06,2781 
于 是 ,我 们 得 到 ,如 果 кє X, GG C< [Та], Ш 
| Jason, 
Фа = Сд, Ма EK kE E fy IE RE Borel RE, HE 


ЄХ, fS 1T 2| >C, WJ 


(som dn) >C. 
由 齐 性 知 ,对 任 z€ X, £ 
(песна) >IT. 
但 另 一 方面 ,对 任 xc X, 


(Í. [£x ) du, ) -&f, | ECx*» du аг, 
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MES (f. |) [day ) «cis wee X, 


4 H= ERT Хузн), BEH Æ (Š; x€ X) FE L,CK, u) 
ЖА, ЩН Æ Hilbert 258, Н 


1415 -( oda) Vx € X, 
定义 B,X—->H, Bx =%;A;H—~Y, A$-Tx, WRNBE 
[B|= C, 1А [<1, Tx=ABx, 
AEH TEN, Y), Н һ(ТУ<С. EB, 
“==>” TEDX, Y), ША {ЕЙ e>0, 存在 一 个 Hilbert 
空间 HE BELCY, H),ACLCH,X), ii T = AB, 
[Al 1 BI sriCT) +, 
IUS (а), (x); CX, 使 (m) c Gps, 4 Bs, s, 
I«i«m,; Bx, = x/, 1& jn, MB h* c H*, 


> | h* z! | 2 = > [А+ Bz; | 2 = > B*h*z, |? 
- - =1 
«M | B*k*x,]* = lh Bal? => h*x/ |? 
=] wl 4-1 


fe H th Caf) O5. uM 
令 (es) 是 日 中 正规 化 正 交 基 , 则 对 任 he Н, 1 
[A= Xl Cubo Us ж 


n 
By isl} = BI Dl key at | 
<> Bl Keay xf]? = Ext» 


АШ | 
Z [Ta 22 AB = ХАЛ: 
SIAF Sal ЈАР Ži Jail 
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« A! 1B zn E 
SQ) +e)? Sli 
oe EB, A 
" $ m + 
(>; Ta) «nc (ә), 
ЖО ОЕШ So b SH, Н CurICTO. ПЕ, 
推论 5.3.12 Æ TEL(X,Y), bil 
TE FO, Ү)<=> ДЕЕ С, (AU nx n EX Р 
Gu, TE fa Cx) F CX, = 
ат | < C: Dial’, 
县 此 时 ,ra(T) 5 满足 王 述 不 等 式 的 最 小 常数 C я. 


证 明 由 引 型 5.3.11 知 ,只 须 证 明 ; 存在 常数 С, RAE 
(54 3 (2; ),E cx, eo (ху), AT 


X Ta LO > [x Ë, 

f=] -І 
ммт ТЕ Co 48 B X — Wn xn YE RK (ар), TE: 
(x) OX, FF 


e 
Б> 
HC =C, 
“=>” {ER nx n É Ray, $E HR anA, < 


= анх» isiin i F(a ЖЕН, MOS f£ x*cx*, TC 


L Mm? 
a 
*3 
Н 
А 
СУ 
tasa 
M 
= 
= 


> ix* (a) |= > È aux (xD 
-也 Ix* Gn) |5, 
Kit (OS (x) HERZEN, 
204 。 


ТЕ р: 2 lal. 
‘= HER (х), »- (3; СХ, 使 得 (si 2 PISIS Ine. 
OE APSA 0 Jú, BRK n = m, Bp 
(xt en) I. 
HS ER 5.3.9 知 df nxn Re (ар, E Gy — 1] 
(bc RA I 
^ * 2 ^ - 
21x ap. р] |6 °, 
f] 1-1 gel 
z; = Dai, т=н. 
gal 
令 B.= {nxn 00а): а = 20x, 1<i<n, 且 对 任何 
Gb) BER, 8 22 Daud, «2150 NB, Id nsn fif 


£g iu 2518 9А SESS ЕРИ ША: OM mp JR ES SA, H Krien-- 
Milman jg 8,extB,-5ó, BARA, В, 中正 交 和 矩阵 是 extB, 
пл ӘД). (在 复 的 情况 y PH AB BO, SEXT ТЕПЛЕ UE d EE 


CAE By Ва = Dade, 1<i<n, HXHEGQ SER", 
п n А РА в 
2: Bagh) <р. 
tat d= 3-1 | 
由 假设 条 件 ， 
Bits I= 313 


这 就 证 得 充分 性 , 且 C, = С. ШЕ. . 

定理 5.3.6 的 证 明 只 须 证 必要 性 , 由 推论 5.3.12， 只 须 证 : 
BY, FETE Ж CLR MT UI nx n EZER a), HELE (0) * C x, 
有 


> п 
а «e уу. 


в a -— a ` 
| ат», | cS ер, 
£153 31 . 
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HER ax ERER) DACX, {Эл ag) ^ 
(a3, RAIA 4} # RT Atype2, SĄ cotype2, P H E E 
5.3.8 41, 

(CLS)? 2| 2 aS (Tx | 


UR a 2 
«| | 2:200) D ayla; | dP 
alial fel 
з; я p2 
-| AL Zato) yrs dP 
m i] ded | 
| a z 2 # 
=| gc Te | арто) Zlat, 
üil i= іт 
‚р 
яя z зз ， 
2B e GTx) «(Ct ona) 2а, 
Mii STE Г,(Х, 2), Н rag ST)«Ct;cot cr). 
TEE. 
ЖЕФ 5.3.13 BX &type2, Y ge cotype 2, MW xf fj 4 
SeLO,YO, 因子 分 解 通过 Hilbert 空间 ， 
证 明 АТХ dE type 2, MESA Ix X — X dé type 2, 
ВЕ Y 是 cotype 2, $t S; X——Y JE cotype2, Mm S-SIx A 
子 分 解 通 过 Hilbert 空间 .证 毕 。 
定理 5.3.14 2? X J& Banach 空间 ,出 
H Hilbert 7: [a] 4 H (CES EXE G6) 7/5, 有 


Ens eoo Xx + се, 
证 明 由 定理 5.3.6 М ИН 5.3.5 tE COO BAD, WEE, 


$4 Ву Banach 空间 


众所周知 ，1695 4E J. Bernoulli 发 现 了 太 数 定律 ‘ 称 为 弱 大 


2. 286 « 


[одар =0) 的 实 值 随机 变量 , 满足 

EE А = 

lim 15 ico) | dP =0, 
网 (1-9: uto») e Be IE ol BOT 0, 


SoA Aw ee, И Ge. (0002 是 一 列 独立 均值 为 0 НЗ. 
чиш; 


2 1x GO yD: + o, 


> op 


则 1S x(0) 950, 


HA, ШЖ (х,(о)) 局 是 一 列 取 值 为 Banach 空间 的 随机 变 
量 , 是 否 仍 有 相应 的 “大 数 定律 ?成 立 呢 ?A . Beck (B-1), 1962 年 引 
AY BY Banach FARA, 并 县 证 明 B ру аи НКК 
定律 成 立 来 刻 划 .本 节 人 先 给 出 BB 凸 空间 的 一 些 等 价 条 件 ， 然后 证 . 
明 它 与 大 数 定律 及 type 的 关系 。 e 

我 们 在 第 兰 章 中 定义 3.1.20 B н X, BER 
们 再 给 出 Ве 

EX 5.4.1 设 # HERY. n2, e>0, Banach 2 fa] X $& 
为 Bn, ғ), d 

sup{min|x, + x, X ++ 
Banach 空间 X A B AR, We X B Bn р) 
A > 2, e> 0, 

— ж Х 3.1.19 F X ARE hin), MRE Ba, г) 

的 ,对 某 不 es0， 因 此 定义 3.1.20 与 定义 5.4.1 £. — & t8. D] 

ЖУ 5.4.2 Banach Sis] X RA- KE B, MRE EMS 1,. 
使 得 对 任何 正 整 数 n, ЖЕДЕ X {п HR T = ËB] YC, 8E adl 
<M, Heb dO) Banach-Mazur HER. 

TW REA X — Bee I: BJ TEER AE Һ ТЕ X Hag B ЖЕ 
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xls (хам CUCA) n = E). 
RETE 


ЯХ, BAX FEM EMER n, 2220, FEXR n ETER X. Hadi, 
Х„)<1+#, AM, Ril ee SSW RAR BEM, 
5| 25.4.1 i; BE Banach 空间 , dimB=n*', Hd (B, 
ES M°, AIE B ñj n ETEN C, 8 
d(C, Ix M, 
WER $T: WB TERIS, 
M7 |uj<|Tuj<Mlul, Veer, 
4 Ce ON i 的 自然 基 ， 下 镜 分 两 种 情况 讨论 ，。 
(1) WE, ET k aksn, 有 
ACCT edie uus DMM. 
则 定理 成 立 。 
(2) BM, ЈАТ Е,1< <и, ТЕЛЕ на [eJ anna 使 得 
[Pus] < 121 =1, 
ATOM CS, HF Q5 BJ ЖОЙ A HO Ca KF 
Сел 的 坐标 不 相交 ) ,因此 
M= Xia] =M= а |< | ати 


«2 lal Tu l2: Lad. 


dÉd( Tut, ID «M. Mg PHA. ТЕЖ 

XX 5.4.8 И 1=<р©< +оо,1<а< + оо, Banach 2 la] X 9j 
为 wipe X MEARS SE, EX ARS 
空间 下 ,使 ECF, B dCE, Ip xa, Жү n=dimF, 

Banach 23/8) X RH F Иа >a X д LG 
8). 

Banach 空间 X ЖЕЗ 2° Sle), MIR Хр [н], 
Іса +оо, 

ж 从 定义 看 到 ,从 “局 部 观点 2( 即 考 虐 有 限 维 空间 的 一 致 性 
质 的 观点 ?来 看 加 ?空间 基本 上 与 3 是 一 歌 的 , 口 
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引 理 5.4.2 EX E Banach Si), (ED rer JE X B] Fj Pf 
的 有 限 维 子 空间 族 , MHE ro ЕГ, FÆ v € I ЕСЕ, 


Е.СЕ,, B(E), rf 3: fE X #1, HL X= U E,, WAEA 


A71,4£f Y CX, dimY¥<+o, FEXHAMATSH Z, f 
YCZ, H. HZ, E)A, NET rel. 

证 明 IEE YC X,dim Y =n, 

RIA (У), (уг) AS (Y), уг Gy) =ó; GR dE 
Aucrbach 定理 ( 引 理 4,2.2)), 

对 任何 yEY, 我 们 有 


> LEOD n max Iyz G0] nlyl. 
由 于 X= UE, X CE)«cc 基 上 有 向 的 ， 因此 ， 对 任意 小 的 


2220, 在 在 Ens K (xu, e XC E, [E 
lxz-yl&e, SiS, 


HG BELEGE E, BWC, ttg X,)CE., (at) 2, 
不 全 为 0 使 it ori, р;агат= 0, WE aT) ALY 0» 


WY lanl 0, 4 br- p E, 1<i<n, W] (b?) b 
B 21971 ` 

Sdp, Н. 2679 =0,Vm, Hx? y, meo, 1<i<a, H 

FETE (De) Zu 3-7] PIL TE Ср.) 6), E lbn- bl]—>0, Xp 3 + 

b= (b) CSU), NW 2)by = 0, ЖУ Q0/ 是 线性 无 关 的 矛 

盾 !1) 


令 To; [x J — Ly To 2: xi E ау, 
p |r. Dax | = P |< |2: xi | + Ха | faim у] 
iz tL i-i 1 
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" * 
«ах, | + е5 lal 
i=j li i=l 


n a 
< [2а | + ne] >) а, |, 
= fa 


其 而 
A-ne) ау |< |2 l. 
AT, 
Zao, |<] ах | + 221; [|a - » 
«aen a» | 
3X 
txh Tox 


] * 
2 alt: Vee Ex。 
A PE — Duis, Px = У 0х), Ух. Evy 
teal 
其 中 Ту Ж Tiy; € ([x,] h )y* 到 En ЕТЕ ЖЕЙТ, 则 
S — 
[Рх,| = > Fey (хох |<(1+ e)z iT Sy? (xe | 
<on(i+ e}max| fiy (x | < аже) xl, 
i 1- et 
MP ЖУЙЕ, HIPSTER, 
A Grai `... Xap od dE Ker(P) FY St fir ra] НН Ж. 
令 Ё = Гу, MEPALLILIL 6.0.915 
re 
4 Р в ? 
T,Z-—E,, T(>: gy; + Biases) = 名 С.Х; +] biduri 
= - 
其 中 z= Day, + Box C Z. 我 们 门 有 
{Тв} = Dams Z bia |< ay + Sos. +e S: lal 
+ 270 5 


<lelten |2: an| <11+ +” b а | 
. a re) |2: аз + ns. 


ne 


pa "E 
Slet i- ne l-en 
EP ne n(lte) | 
= 121+ 7 Lhe тет ITz|, 
pum ITz| x lz! 
Bil (1- dat) Cs ES Tat. 
5—3J3 8, | 
a 2 m * ` 
Is |Z ay + $ basa | SITEN + e2 la 
< "e(l e) А 
IT] + xot Tej 
故 А 
we(l +e) 


* = .一 -~ Ë 
ITI TIS _ ne (I te). 
(1 — неу? . 

| WE, 


BN d(Z,E,)<1+4,YCZ, ще HERUM LA 也 任意 小 
定理 5.4.3 1р ноо, Wi LLL, E 21, 空间， 
证 明 9138 5.4.2, FEA LEUN, LBL 空间 
H Ling 由 于 有 限 个 只 不 相交 支撑 的 可 测 的 特征 函数 张 成 的 子 


空间 族 在 工 , 中 稠 , 即 得 所 要 结论 .证 毕 . 
io FE M. c # Zg gA., wA YE A C(K) Ex 


Fj, K E Hausdorff 空间 , 口 
定理 5.4.4 jt X E Banach =н, yu TFAE; 


(1) X R B dl, 
(2) h ARE TE X ЛА ЖД 6: 
(3) Ж-Ж D. 
D= Eh EX RERET, WEEK 


证 明 
Жоп E e>0, FE X.C X, dim X= п, & U(X PO 1c e, 
* 271 ° 


e Tilji-—X.. 
—-6)|ylxiTyl (1+д)[у|, Vy €t, 


1+8 
Ж +ë «1 + ë, 


PAR y = е, et AUR B 4838. MU 
(1-ó)< [Te |=<1 +ó, 1<i<n, 


Ф а= рер, xix, W ln] ot ciet, 
i m P че _ Те _ | в | е; 
yen | 2: ter j>a |а тед 
E _ a А 21-9. 
= (1 9)24Tel 2n 146^"? 
:其 中 = il, 
1 i че А " r ‚т 1-8 1 
— (1 Jow he 
Bit X ЖЖ B gui EK, 


(2) 一 > (1) ЖЕТЕ Bean, HE 6770, TE YE CX *hcso0, 
使 
min(|> £;Xi £ £i +1)>ша1- е). 


п 
R (а) MCR’, 之 [a;| = 1, i 


|: ах |< 1а] =1, 


4 &-sgn(a), 1<i<n, ЇЇ 


| m" | n 
anil- es PA Exi | = |>: gil- | a; х: tz di xi 
i-l ici i=l 


<51- Jal) + |Z a| 


š=I 


-n-l- 


Ов 
È ах | , 
i= 


ЭЛ 
- 272 - 


P ax =>1-— не, 
ШЕП) 1- nes [> а <i, 
HJH E TE, BEIM Ea) 2, CR, 有 


(= ney) ial<|> ax | <> 1a], 


Ak dx, ID Wh ЕХ et Bem E. 


(3) 一 > (2) XL YE X rap Bids, JU EE EN, 
ЭХ n EFAN Xa BE 
dis, X,)<2, 


ВРХ sn. TE, 

(2)——(3) E Х-Н, ERL f n 8E Y SAY, 
6220, НЯ 5.4.3 A7, LAY , Se MUR h BJ m APSA Z, 
А YCZ,H d(Z,l)<1+e, 

HT X kK D. WEE X FB Xi, BE 

d(X, Ii <M, 


.其 中 是 正 整 数 ， 使 得 Mi <1 ee, 
重复 应 用 引 理 5.4.1, 得 到 于 的 子 空间 X,, 使 
d (Xu ID «Mi <i+e, 
利用 Banach-Mazur ERRER, E 
d(Z, X«d(Z, Md, Xo « Ate), 
ВТ ҮСУ, з А d( Y, X) «(Lr eY, X TH ХСХ, 这 表明 
Ade X dup dom. WE, | 
PE BATE X d B gui, ME B. {д 54 X Je type p, WET 
1<р<2, HK 我 们 需要 若干 记号 及 引 理 。 0 
XHE nel, > | | 
„273, 


1 л 2 
E r (t)x; | dt 
- ; 


i 
An (211012) 
(x0 5, CX, > 11250), 


SE 5.4.5 A. Es VL, WJ 
(1) 0<A,<1; 


(2) Bl<m<n, WMA, Vina, Уп; 


FBS, нёд. 
(3) # n, k>1, Ш] А А.А. 
证 明 (1) НР (а) "CR; 


n 2 т 
COR 
- -1 


f 
A.=sup | |, 
| 


ELS EE OG; cx, 


ї i 2 1 п 2 
анон Гаа ок |, 


(ios) (Эде 7) 
«(z- 2 (Зе y «а МЭ? - 


z;i=+1 
从 而 OSA. 证 毕 。 
(2) di тп, il] 


Aw! m = sup} - (ШР [E nos] „ра. ; (xi) тех) 
| d 


С (sr) 


«2746 


iens] dt 1 
iet. 3 Cx) be CX t 
gs ry , 


= AST. 


WH A1, RRMA LAAN I SANT, 
(3) Hu (a); CX, 


£ X= È r(x, 6€(01 i 
i=(í-)k+1 
HH Cr; (02) Rademacher 4x4) 
Bi A. EM, ТЕТ 6C ГО, 1], 


(охо a) era (9 хе), 
对 上 式 关于 0 积分 , (8 8 


Qr пох ade). 
< nA. ÈN, PACHET y 
«AA NEA(S ву 
HE, 
{ох | аав 


FEROX. 


I 12 
r,(8)x, | 149 
^21 
1j nh > 
-| Sraa] dt, 
041-1 


(fL Sosa) л, rr (Ris). 


'"275* 


А ДА, A. HEEB. 
E| 35.4.6 3; Aw-1, 则 对 任 220, WE YC X, i 
dimY-N,H ` 
а(Ү,1)<1+є, 
TER] E Aw =1, Е 220, FFE Gs СХ, 


N 
f Sri (D x: | dt> (1 МЇ. 


01 i-1 


Bil | T x |2 x | >@а- мА . 


2, 
>м en mit RHEA 
— N 
a ex iem tiav ON Dali 
SE BIFE e = +1, 18 | 


i3 EX; | «a- NAE: NX 2. 


则 | 
K 2 1 N | 
a-oNX Д D dew: | 
i=l 2 ef=+1 i= 
1 ANS 2 -1 
m» Ve )N2 læ; |Ë + (31 lal). - 
«d.-a-/ ONE lxi]? + >l убыр. 
故 
一 N 
a-o«d-a-N eI. 
Bi 2* Wel- V е +2" —1, 
d Ме <2"e, 这 与 ec dion 
4 a= Sis k, y= Nx, 1<i<N, WJ 
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ekk WUL 


N N OS А 
> iyl? = —,- = №, 
i=l g“ i=l 
НЯН es +1, | 
[> “Ээ; | = N PEE | > N-A- Ve Nat 


2 
i=l a 


= № (1l~ Ve), (5.12) 
4 Iv. = max [у‹\› 12,1 -min [y], B 


КА п 5 
A-V NFS) де» | «му, 1, 
M . 
N= Zl» >N jys 


因而 Ix E Q7 653, py, lect, 
АЛШ», 8(5.12):%, 


1 А А ' N N z 
$,EUx1- ND ivl- (nt) 
laiga i=] Fat 


lajan 
UN ПЕ 1 + 
<N?- P2 yi <N- (1-67) N: = e* N*, 
因此 ,对 1<i,j<N,4 
| Iv) Ву E23 etN, 
特别 地 ,对 SiN, 
Hyd - Ive е, 
к (- bi 2%е®М |у, | 
mn ， of tu voted a4 
= іу, | +27%e NZ |у,| +2 e*N +2 М1 + 27e*N, (5,13) 
结合 (5.12) 和 (5,13) 式 ,及 4EXR FEAT SE 0279, FEO) Ae. 
使 
min(|X eri: к= t1)>N(1-8), 
由 定理 5.4.4 02) — (DER, XE 070, HEA, dE. 
d( yid, IH 1 +ó, 
© 277 = 


EP, 

MERNI AIE F 8 ir EE, 

定理 5.4.7 # X E Banach 空间 , 则 

X E BAM, У НА X AE type p, WE 1 ps2. 

ШЕ <=” WX REE BA, И ЕЕ 5.4.4 Ж, # X 
JEU ER ER A L AN RETE BT ty pe p. l< ps2, KS А, (уре 
sedi tt BD, XXE type р,1<р<2, EE. 

“=>” de X A B ruit, 向 下 定理 5.4.4 4g, XARA b, 
由 引 理 5.4.6 知 , 对 一 切 n, AL. 

ШЖ Nd 422, 使 hv= М +, 

H9] 5.4.5 1, ЕЖ kl, 有 

Ange Ак An = N x. 


4 1<р<2, otal, Тт, RIEN X fe type r, 对 


每 个 leor<ip<2, 
H type r 的 定义 知 ， HL uc HB, {ЕТЕ M20, 合 得 对 任 
(xu) OX, E 


(оа) enter y. 


БИ j j Dial 
MESE C 
ЗА, 为 和 的 基数 ,k=0,1,2…， 
HEMET i 1<i<n, 有 


< (2 24 


23 1х, ir 
NE —-0, 


AY k—> 十 co Еј, 
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(1,2, EP = U As. 
k-9 


”又 由 于 
1 л 
(s y 4; ^l 21 AY 
2111" d zm m EA má NRE 3 
帮 ANE, 
ЊЕ 5.4.5, 
VÀ, Ax, ENV NS 1A нн, 


AARIN An, 
因此 ， 


(fissa „(| ges e) 
(fs Los] Yr) 
«x(f. 


< Жл /д( £ еу 


kag 


А 


Er TEJ шу 


- DENG r 
j- 
рә VÀ NA UN у 
= ETE т 
= Ал, М (Pl у. 
=k k 
> Ax, Ai N " = 2 NaH! A Noa Nr 


s 279 = 


< X NUN N = SNe yet 


erg ku 


= умен NT <+ (1-1-1 <0) 
а т 


k=O 


A M = yyl ITI N yy 
X ats * 


(|, | > ri (tx | ‘агу «M (< [ау "у. 

ЕХ B typer, 126. 

+ К.С.Јатеѕ(Ј-1) H T — + 3E B ÉE type 2 B 2 H 
Y LJ 

最 后 ， 我 们 给 出 Вајар RARE, MARKEE 
REHE RD CUE ILS FR. 

Б] 5.4.8 j X # Banach 空间 , (G0, Х,х„—>0, Bil 

iie 
WEB] fe) Bee y ER SE BE, E SS. 
51 5.4.9 (Kronecker 引 理 ) #X Banach 75 fj, 
(x)CX, Zins +00, nl 3, 


证 明 ”首先 ,我 们 有 (约定 当 i=1 OF, S Laco). 
li x) 


n+l T n+l aj 1-1} 
1 ^. t. 1 pal 11 
= 
M 1 1 
= x; + (n + 1 
aa RRP at DR x, 
_ 1 >(> 1 PE 
Е PI n #1 2; MU £e j Fie 
n+l 
HFH n—>oo 时 ， ee ors 根据 定理 5.4.8 B 


KURSI n— oi}, 
eee ee l „ү St 1 
w m. 1-а, 
M со H 1 S 7 
М» = n> Bj. mri > x—0. HEEB, 
定理 5.4.10 i X Æ Banach zz [ü], Ш ТРАЕ, 
(1) X E B GIA; 
(2) Gu Co)) f AEA X (CIE EG UDIE RE, Н Ехо) =0, 
sup Efx;(@) [2< + ee, Д] 
二 3 00) 25 0; 
H jml 


(3) Ж Go СХ, suplai < + оо, 


i. Bra осиет о). 


Hp, Ga JE Rademacher 函数 组 。 
EE (1) => (2) 由 定理 5.4.7 EXER, BJ X 
Jétypeb. HEA 1<p<2, ЖН ЕШ 5.3.4 WI 


E | D3 jx) |'«K S jE lx, Gl? 
ПЫ зй 1 j= n+1 
пт b 
<K 7 cinco |D: 
?. 
其 中 站 为 某 个 常数 ,C= (sup Elstol T, 
IJ S осоЕ Lars Xy Ж, SO ite Co) EL CIS X) 
2] ка 
PK. HF (27x00). BP Martingale, ikh M 


2.2.1041, (> jx) 7 Æ a eiti, Hy Kronecker 3] E 
Cj 385 .4. 9) 知 
° 281 € 


8 
i» х0) 250, 
и jel 


(2) => (3) Ж, 
(3)— (01) FF XOR AE B руу, ДА (x СОХ), iF 


тіп {| > £jX; |, [E +1}> Ža, 
hakepeaghen 


k= 041, 25e, 
1240209 24 Rademaher 函数 组 , 则 
[Sra] x тз] - S lz 
EIC AL 153 


- 一 1 
> Gr 3* 15 一 和 {= 3—7, 


K nex, |>1, Vt€ [0,1],n 2 1,8,9,27,- 
i=l 


故 Loir Ox RP UREEEAF oy BDS Ix] tL, BIA 
件 (3) 矛 盾 ! 证 毕 。 


$5 q 一致 上 和 了 ?一致 光 滑 空间 


大 家 知道 ,Banach 空间 X Wh HER ô CeO RE 229 
àc) = int {1 - | 27 | zl = b= 1, In vf de), 


0«e«2, Banach # fe XR A—- MAH. MRA cec, 
ббс) >O0C# 3.1.1), 
同样 , Banach == 8) X ВЭС oC RE LOS 


aco =зир{4-(|х+у| + Ix у) - tint =1, 0162), 


r>0,Banach 空间 X $529 НАЈ, 如 果 lim 2 att) 0, 


T 


• 282 « 


Ж 这 个 定义 与 定义 3.1.26 的 等 价 性 W LS + j (й-1) 
p.231). 0 | | 
Lindenstrauss 证 明了 下 面 的 定理 ， 它 表明 O05 ott) 的 
MMR. AT MBB, 记 care Ox(t) Я X Bs kE 
模 和 光滑 模 。 
定理 5.5.1 对 任何 Banach =i X,r>0, 
сх®* (т) =sup a РЭТ o<e<2}, 
证 明 
2рх*(т) =вир{}х*++ту* | + |х*— cy*] - dx*, y ЄШ(Х*)} 
= sup{x*(x) + тух) - x" (y) — zy' (3) - 23 | 
xt,y*€ U(X*),x,yC€C у(х)» 
=вир{{х+у{+т]|х-у|—-2;х,ує UOO) 
-supilxtyl*er-2;x,yG&UCX), Ix- y| = e 0cec2) 
| -supíre- 2Ó6x(e), O<e<2}, 
证 毕 。 
推论 5.5.2 3 X E Banach =f] X, m 
X Ж-О A pd X* 是 一 致 光滑 的 ， 
证 明 EXE- AARM ИХ e cec? FETO, 


使 px, (OS т ,由 定理 5.5.1 A, 


ШШ (e>. n, 从 而 下 是 一 致 目的。 
EZ, Х-Н, EOX 不 是 一 致 光滑 的 ， 则 存在 


ta 0, 使 
Px Fu) >a whit} a>o, 


E Bl 5.5.1 SL, 存在 Enp 06,72, 使 
» 283 = 


En _ Ox(e,) > G ao 
2 LJ 


2 Ta 
H T é6y(e,) 220, 6,7a, Vn, AT] e, -0,4H 
т 2. Ы <Ox(e,) y 


He Ox(e,) —0,5x 14 X E —k P Jet ub S. 

由 著 各 的 James S EZ: Bil — 399 2 RR ROCHE =E [BI 
ABB. 

James 定理 Banach SAX AR, SAMA SE Tr x” 
EX SABI, WARE x C€ SX). (8 x* (x0) = |x* | ЕН DI Z 
书 { 俞 -1))， 

AX — MH. AM x*€ S(X*), JR (4. c8 00, 
x" (204) —>1, M) |x, t xnl xt ix + an) —>2, ЖЩ X4—34 
PERSA. Gus AE X42 Cauchy Fl, Mii Fm ESCO, 使 
Xx 于 是 XX) 一 x xo) = 二 i， 应 用 James EEH, X 是 
HRM, APX ABR YAY Х* 基 自 反 的 ， 和 由 推论 5.5.2 
知 ,一 致 光滑 空间 是 自 反 他 .这 样 也 得 到 了 如 下 结论 ， 羡 是 一 致 兆 
ААХ" 是 一 致电 的 。 

HUCK ОХ +) w By RA w* 下 半 连 续 性 , 我 
们 得 到 

2px" (t) = supt [x** + cy** |+ Ix** гу?" - 25 

х**,у**Є Ucx** уу 
=5ир{]х+ту{+[х-ту|—-2,х, yE UCX)} 
=2p,(T), 

因此 ,也 有 


p, C) = sup {EE -Ore)s O<e<2}, c9. 


ТЕЗЕ ERI ЖИЕ ДР, ЖЕТП RADER PY pA EAE. 
有 用 的 。 为 此 ,我 们 引入 下 面 的 定义 ， 
定义 5.5.1 Bacg< +оо, Banach ZE) X Hey q — Kh 
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Y8 , MRA IET RC, ft OxCe) m Ces, 

Wt 1<p<2, Banach з} X $e b 一 致 光滑 的 , MR ER 
TUR К, p(t) Кт", 

FR RNA a рути p ЭН З=Н] ВЕ, 并 证 
HB q 一 致 凸 空间 是 cotype 9， 户 一 致 光滑 空间 是 type p. 


定理 5.5.8 设 1<p<2, +l =1, 038 Banach 空间 ， 


dij 
(1) X Æ p — BORIS By X* dg 一 致 目的 。 
л е uM ram, cei 
证 明 (1) dE X Bb — BOG, Ш ox Ke, 对 某 个 党 
ЖК, 
由 于 gex(t)- sup ~~ бх (020222), [54 


ET 
2 


H 6ra(e)> ~ Ко, a>}, 使 这 >， 4 r= (as)=1, 


— 6x*(2)<kr’, 


2 1. S 
.其 中 b + q 1, W 


= ~ Kr? = er( a= -Kat)= Ge, 
其 中 C=Lar'-Ka'>0, 即 
dx" (е) £z Ce, 


Ak X* 是 4 一 至 目的 。 
KZ, X* ж р р, б (е) Cet, 


由 于 p G= sup Í r: = 6x*(e)0-<e<a}, #£ 
st = 
p C) <sup { ? -Ge 10<е<2}, 
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20, СС. MAREK 
ab " rud 


其 中 a,b>o, -L + ES =1, 8104 


Р 
p. (r)sisup Ue кү 21- Cet; о<е<?} 
I^ 
<— t’=Kr’, 
2p 


Жр Ke ÉL, ig oos Ke, 从 而 天 是 请 一 致 光滑 的 。 


2p 
证 毕 。 

(2) В т p —3⁄ G 3 S ШАРЕН БЫН, ЖН (1》 
的 结论 即 知 。 证 毕 ， 

定理 5.5.4 1р2, X ib Banach 空间 , Mi TFAE, 

(0) X Jip ЗКЕН 2081; 

(2) 3C70, 使 得 对 任 x,y € Xd 

xt y+ |x oS <2 [x| ” + Cy”, 

(3) 3K>0, 使得 对 任何 概率 测度 空间 СО, У,Р), Вабо), 
x) €LAP,X), WR хуб) E X, ER x Co) E X, 可 测 ， 其 中 
Х,У. ОМЕН с SHOXYCÓSCISUDR “一 

|2,60) - EG Co) Op» ba Co) | а.е, 
WP Eee- far) | У,у REC) Со) 7 (|?) Z0. 

(4) 3K0, 4H EE TD: ZE, E, P), ШТ о 
RAF aeo AHEM DCE, C. 2, xo EL(P,X), 
x, (oo 三 ,可 测 的 ,=0 1 2 如 果 _ 

| 2x,€a) — E(x.. i (@)| Z0 129 1x G2]. ae R, 


ШИ i ' | 
supE [х,о j SE jra + K z Elx, 4.0) 7 x, Go |", 
Li = 


(5) ч Co 0, MANERA He 5 8] (O,2,P) RE 
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WERK n, ER хєЄ X, APRA ORY ХАЕЛ Bt 5j 
<x) C L, (P, X) UH 


| Е|х+ 213.0) | АИ со), 


证 明 (1) ==> (2) ÉB DL Хр, щн 
Ya FETE Ж Ж С, fH xy € X (4540), 


=> | + ЕАС 1+C ME 


r^. 


Bil, Х Jb ОБН УЮН, WEEE x (0), 9 € X, 
4 a+ yl Ср + р de vl | 

tb gh tyje . 

(Їх| — DSI [xi^ ° 


CDR is jj. m 
: тах‹{х+ уй, х-у{)<2[х], 
利用 实数 不 等 式 w- ориг "и-тът), и, vied, pel, X 
i urvi^-iu-v|'sliul'-[vi^, uv € R'pc 1,2), 
(а) 4 Ix-ylslx- y1=<21x] 时 ， | 
Ix c» Chal + dy р? рх tyi deyi- (Ql + fy} 
(fal t+ I»D*epix- y (x+ yl Gel урэ; 
Ix ~ у che] dy D^ + pix yl? yi— dri- yd, 
„ЕРИНИ 2, 有 


F detyt ор гер Iyb^ dal- ib 


+р{х- yl cles y] ~- (jæ |+ I»D + Ix- »1- (Їх] 
- ly Dos Cata ур + Ср fyb” 
tibet ey = dal + lyD 
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+ jæ -yl Сх yD o Cxl + hy b? 


Р 
+ Cal = Is Isi eci- 


Sx]? * fy]? + 5277 Clyl^ = Ix] + C1 + 0277 С) у”... 
(Б) X Ixeylsix-y[s2][xl tj, 
Ix- » xxl -I»p^-slx-»l* x y| Оху 
< (lal tlyl*+plx+yl da- yl— Cxl- D; 
lx + yl'ziCxl—- fyi? + platy t+ yf -OGxl Ty) ),. 
上 面 两 式 相 加 除 2, 有 


Fler yl [уә <4 ССВ + yb” + el - fyb? 
+ piety] be ty} Cla] + yD + Ix yl 
- (lx) - ix» 01+ ID? + æi- Py 
+IP etal (xl + Ib + [x yl 


- (11 ly] D God + dylD^- Cle] 7 fv 
+ pe2|x|?-|x1C tpt, <a? + byl? + рос by] 
= jx + Or p2? ec) ||”, 


CD Io) > fel MW maxila e yl (уу, 8& 
(lx+ y] + læ y 1 200 y [^z Ja]? + 2°|y]". 


AI). CDA, $ L-2max(2, 12770), ШУРЕ 


X.yC X, # а 
lx + yl^- [х »l^x2lxl^« Li yl. 


证 毕 。 
(2) => (1) 因为 


= Ed —x-y |+. = | 
p, C) = supí | 2 | +| 5 | 1; lx =i, "E 
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«sup((- 721 m у=, іт } 
<sup{ Lclxty е - 1:10 21, blc] 
«pre S оре, 


MX р ЖИНИ. wi. 
(2)==> (3) Hix, © 21), (2. (@) SRA OHKE, FI 
用 Jensen 不 等 式 ( 引 理 2.2.04 
Ја, (о) 1? 425100) -Ex C0 | Z0 1^ 
= |E(2x,(@) — xiCo | 21) [^ 
SEC 2x (0) — xi(o)|*| Z1. 
X BR OREC О SOM CE CE SE 2.2.1) 8 
Ехо) |? + xs Со |^] Z3) &ECl[xzCo]? + |2х, Co) 
- х6) M^; Xi = EClan Co) + (x, Co) -x CoD [^ + [z Co? 
= G5(0) — xi o2 J^] Z;2 2EC| хо) |^ | 21) 
£C-E(C[x, Co) — x (e) ^| Z0, 
移 项 得 
ЕС | x2(@) |? — 12592 [*] Zi) C E a2(@) — xi Co [^ | Z5). 
证 毕 。 
(3) = (2) 3 IEx,y€ X, & x, (о) 9X9 ,xs(9) = x + &(0)У,„ 


其 中 se(@) 是 以 概 KIRE 的 随机 变量 ， 则 
tite] = Jæ] = | 2x- х] = |2x i (o) —E(xi(o)| 2,>)> |, 


其 中 2,=(P,9}, 
H OD, 
Е([х + £o yi^- |x]?| ZO KECeG»yl^| Zi) 
He EClx eeCooyl?- [xl 25: KECHe Con yf?) = Kil". 


HE, Ed[x + e(o)y]l^- lx] = $6 [х + yl? + [х у 2) ~ x!” 
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故 
| i Jæ + yl + lx- yl [х* Kyl, 
即 (2) 成 立 。 Е, 
(3) — (45 EE Guo), X. 38 OD m gb, WB C3), 
E( |x, Co) |?— [xo (6) | ZO EK Ex (9) — хб) |?[ Zo) 


Etix, Ca) |? [о [|] Z OK E x iC) 7 x Goo fl? | 222 
Ti Lex, M 
Eija (о) 1° |xoto21^) КЕС Co) — хобо) |?) 


EG xi (o) P- [xs (o) Ix KE Cans (0) — x,Co) |”) 
Tum EI 85k, 48 | 
Elito [PSE xo(w) |* - K 2 ЕС |х... бо) 7 x. (o) |? 


KEI xo Co) |^ + KY Elxen (0) = x, o) |”, 
" > 


| вир Ele (o) JE] eoo) |? + K È Е|х„ (о) — x0) |, 
HE, 
(有一 > (S) Sylo=x,y(@) 2x Halo), WW (a), 


Z0; 是 Martingale, н E, Jeff (x. lwe x, Goo TR 
AF o 代数 ,应 用 (4 于 (у. Den 即 得 记 要 不等式 ， 证 毕 。 

(5) => (2) ”可 仿照 (3) 一 > (DREH. WWE, 

定理 5.5.5 Ut X R Banach 5 |8},2<4< +оо, MM TFAE; 

(1) X Eae 

(2) HL20,48 EXT х,у X, 有 

т Тев у [x е2 + Lily |e; 

(3) 3K>0, XPETIBESERIEETE RICO, X, P), XHE fal X t 

t< 290. 


Martingale (xi(a20, 0,4 C L,(O,X) 
E (xs (92 — peo) PIED 2КЕ (xlo) ~ x (o) || X0. 
(4) FK>0, 对 任何 概率 测度 空间 (0 P), XX (RC 
Martingale GuGo3 ZO CLP, X) 有 
sup Elx,Co) | E1xo (0) |+ К Elaa — x, Go) | 
* "n 


证 明 029 0D Hu, DIA Më RL (3) h 2 PF, ER 

G (9), X) 2, Ж X ( Martingale, С 

ER y o. YED ELAP, XS, had aa, 
Ф Со) -EGIGO| E), хо) = уро) — Eico) |E 
+7 (@), 0 Ех (00| 20 2x10). 

B Evi wa (9)) = E(x1(00x, (0); 
Exi(a(xs(a) — x,(0202) =9; 
E((x$(o0 - xita0)»x, (020) 20, 

ECE (yi C00 | Zi) (000) — x1(09) ) = 0, 
[4 . . 
Ew ita) xm) жу (о) (x(0) — x4(2)) = E(xt CoD ai (0) 
жї Co) (x, (0D — KDI) + (x 3090 — x 1090x100) 
+ (у2(0) - ECyi (а) |) (5.00) — xi (@))), 
EHER n | 
Elyi(@)x,(@) + уў Go) (x, (@) – x1(9))) = E(x1(90x4(0)) » 
E(x} бо) х ow Ех} (ө) | |х;( ш) |. 
< Erico) + El Co) Is 

Ж Ei Cw) (о) +у (о) (х,(9) -x1(9)02 _ 

< + Elxi(o)) + Elso, (5.14) 


BA X & q 一 至 是 的 ， 故 由 定理 8.5.3，X* 是 一致 光滑 
29 Tow 


h HEHE 5.5.4(D ,存在 常数 天, 使 
+ ElxiCo) |< Elzi Co) |? + 3 KEI (e) 


— xt (O) P< 1- E|yt(o |? + 2 $ КЕЇУ: ol, 


(5.15) 
AGO. 15) А. (5.14), 73 
Ey} losilo) y 369) (x, (9) — x(0))) 
<~)--Ely, Co) l^ +2? KEY: Co) |” 
+1 Eleto) I’. (5.16) 


5180, ЛЕ (5.16) yilo) = [x Co) [7 7x1 Со), 
yila) -C|xsCo) — x10) | 7 1J Ga (0) — x,(0)), 
Жү Jxq4e)€8S005, Ix, (о) ) (х,о) ә) = |х, Coll, 
Vo€ Q. T (x, (G) — xy(0)) € SCX*) tE 
(J (Gs (9) — x (90 (x, (G) — x1 (02) = [xn (02 — x 40022], 
Voc 0,0 为 任意 常数 (下 面 再 选取 ) ,得 
Ec [х,(0) i + Cl x, (@) — x2(@) |9 


<+ E}x,(@) [42° КЕС) ~ xi (9) | 


+ 4 Е|х, (o) |z, 


(c-» $ c") Е|х,(оә) x, (a) l: 
< Etlxs (Co) |° — |x, Co], 

特别 选取 常数 C Са, Ж С, fe 
a( &i-2* K Ct)ec,»6, 


WAE 
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CE lx. (о) — хуб) PEE) l- Га Со) 19. (5.179 


为 了 得 到 
C,EC|xi(e0 — xi (o0 It] ZO SEC х (о) |*— lxi(o2 1), 
(5.18) 
BUE x] E AE at 


C E |х. (oxalo) — x Co) Хао) [T 
- of, x. (0) — x, (o ||? ар 


<| deco {#— |x,(@) [94Р 


=E(|[x; (9) x (a) [*— [xi (о) Xa(92|[9, (5.19) 

但 是 对 任 AEC 2, (5100) Хаб), Z0, (х.(0) Хаб), 2%) 
PRE Х (А Martingale, Ж В HJ (5.17) R 8) xi Con xí Co 和 
x(w) xalo), BUfR(.19) 35. AMO IDARE. 这 就 证 明子 
«АУЗУ, 

(3) => (4) 与 定理 5.5.4(3) => (4) 类 似 。 

(4)—»(2) 与 定理 5.5.4(5) (DAE 

(2052 (1) dE x,»€X,lx| = |x| 71, Ix - yl ze, MARE 
《2), 有 


H — q — g 
FPS ap z] 


2 
ada +I 


lect ? 
w [æl [у}#>2|-® exp. L(- 


1- |l: >1-(1- L (z yy. (5.20) 
容易 看 到 , A 0272, EA 470, 34>0, 使 得 
i-Q- (CY sae. oce. 


HAGOR, r 
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_! uty " 
} | 2 |>4е, 
从 而 éx(e) Ае", BX а — ky lal. ШЕ. 
定理 5.5.86 UE X H q — $16 ZE Bl, M X B cotype q, 
WEB] RA AR E EUH 
КРС "dt> Bilal (5.21) 


Hop x) CX Rx 元 (不 妨 设 上 <1), 
2 


如 果 我 们 证 明了 (5.21) 式 ， 那 么 ,应 用 Kahane 不 等 式 ( 定 理 
5.1. D BI X fi coty pe q, 

Xbn21,(.2D A REIR LE, 

设 k=n 时 (5.21) 式 成 立 QUE kantli, HHPuRES.5.5(2* 


l: n+l 2q 
MOLIS dt 
] Don 可 i n q 
PU m rix + Mae dt + |, arn O T xu | dt) 
il 


( 
» jars | + psal )й 


1 
1 


= L Ж ИШ ` 
2 


fu] 


妈 (5.21) 对 有 =n+1 成立 。 由 归纳 法 知 (5.21) 式 成 立 , 证 毕 ，。 
ERG 5.9.7 d X jË p —SOGIB n], p] X RE type p. 
HEB] “与 定理 5.5.6 类 似 证 明 。 证 毕 、 

ж 这 个 定理 也 可 由 自 一 致 光滑 空间 与 а-о ИХЕ 

FARRAR BY type 与 cotype 的 圣 偶 性 ， 惠 用 定理 5.5.6 得 

$1. O 
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第 六 章 KA Г] onm 


Жш SEU BAAS Banach 空间 是 “ie laps + оо, 

,1<р< +оо, dÉ— S8 mg OL eS BAD). r 
空间 是 仅 次 于 Hilbert 空间 、 具 育 良 好 几何 性 质 的 Banach 空间 ， 
已 经 有 许多 关于 Hilbert 空间 的 结果 锥 广 到 一 致 目 空 间 中 。 虽 然 
仍然 存在 一 致 溃 空间 , 例 D ADL оо, p42, 它 有 子 空 间 不 具 基 
(OL E-BIOL-T- ED. 

然而 ,对 са, 11.1 情况 就 大 为 不 同 , 本 章 首先 进一步 讨论 这 些 
空间 的 基 木 性 质 , BERE VE YE PT ЖПК X I DE, 

前 面 已 经 说 过 ,Banach 空间 Y PHRAS] Banach 空间 X 
rh, 如果 存在 X 的 子 空间 X. XX, WAEA YC.X, 或 
EHX A У”. 

Banach 在 他 的 名 著 “ 线 性 算 子 理论 * 中 , ER F 38 E, 

JEG bi CR HE Banach 空间 X, 或 者 会 co RES LL 1S 
b< + о? 

长 期 以 来 ， 人 们 对 这 类 柑 入 问题 进行 了 深入 研究 。 本 章 另 一 
部 就 这 方面 结果 作 一 些 归纳 ， 

一 直到 1973 年 , 苏联 数学 家 Tsirelson 4147 — Banach 
空间 T. ERA Coi lxp<c+oo, Ag bite BE. 
WA JG, ANAM, 实际 上 Tsirelson 提供 了 一 种 新 的 思想 ， 
由 此 可 构造 一 类 Banach 空间 , 它 给 出 许多 原 米 Open 问题 的 解 
答 ， 这 一 类 空间 称 之 为 Tsirelson 型 空间 (ER Casazza 专著 
(Са-1)), 
| [HAE , FA Tsirelson 空间 是 自 反 的 ,于 是 大 家 猜想 (也 有 
有 称 之 天 Rosenthal 3848); 
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基 否 每 个 元 限 维 Banach 空间 X, WE X Be, RX FT 
I. X SARE Bs? 

1980 年 Odell (0-1) EH + 2508 2€: Banach 空间 X, wE 
X ось, X S lx X 含 无 限 维 非 DPP TSH. Alt. 人们 
ER]. AJE OPP AOE RK, fiBourgain & Delbaen 
(B-D-D 25 H T ixl, Aub, Rosenthal 狂想 仍 是 大 家 关注 的 一 
个 重要 的 Open 问题 ， 


81 c, RE c 的 空间 


我 们 首先 归纳 с, 空间 的 一 些 性 质 , 然 后 逐一 讨论 。 

(1) c 是 prime 空间 ( 见 定 义 1.2.1, M 1.2.6); 

(2) co 是 可 分 2, 2н], МСС, 空间 ( 见 定 义 6.1.1, 3E 
ЭН 6.1.2); i 

(8) co 不 具有 界 完备 基 ， 自 然 基 是 收缩 基 ( 见 定义 6.1.3, 定 
PR 6.1.3 及 定理 6.1.4)， 

(4) с, RE KMP, 且 不 其 RNP (МЕ У 3.1.24, €M 
26.1.4), 

(5) Co Po» Hj 49-3 а fay CR e gt 6.1.45; 

(6) со PÆ w 序列 完备 的 ( 见 定理 6.1.5), 

(7) с R w BSPC WERE 6.1.6); 

(8) c 不 是 B gung og Ў 5.4.1, BRB 6.1.7); 

(9) c, Æ Asplund TH he X. 6.1.4, kg SE 6.1.8); 

(10) с, 十 可 分 Banach 空间 ， 具 有 可 分 空间 的 一 切 性 质 
《例如 理 赋 范 性 质 ( 参 考 书 ( 俞 -~1))75 
GD 对 任何 Banach 空间 X, Y, 任何 TEK, T), TH 
子 分 解 通过 c. 的 子 空间 ( 见 定 理 2.3.19); 

(12) с, HF Z|], ESR АР, RARSS B A-D И 
ж) 


+ 298 • 


(13) c, 是 DP ZA (REE 1.2.2, 5238 6.1.11; 

G4) co 没有 无 限 维 自 反 子 空间 ( 见 定 理 6.1.14); 

(15) ce 是 LP 空间 { 见 定义 6.1.6, 定 理 6.1.21); 

(16) с, 具有 一 个 商 空 间 不 是 LP СА 6.2.0; 

(17) oe 有 一 个 光滑 子 空间 (推论 6.2.5), 

(18) c, 的 每 个 正规 化 无 条 忻 基 等 价 于 自然 天 ( 见 定理 
6.1.20); 

(19) c, OT, 空间 (网 定理 5.4.8 TED: 

(20) 33 2<р< т< + оо, WWE ol) = л, (со,1.),48 

L(cs, ls Hol Coy ly) C, (S-1), (K-1)) 5 

(21) #1<р<2, Hj Los 15 = Aa (Corde) ( 见 定理 6. 1.18) 5 

(22) с, 不 是 Polish 空间 ( 见 定 义 6.1.7, 定 理 6.1.26); 

(23) co BYE АЈА FEET со 的 一 个 子 空间 ( 见 参考 
书 (L-T- ED. 

(24) co Æ le 中 不 可 补 ( 由 于 L prime 空间 )。 — 

下 面 我 们 逐一 进行 讨论 ， i 

Æ 6.1.1 Banach 空间 X Hy Su 空间 ASD, ME 
HEIL X 为 子 空间 的 Banach 空间 2, FERE P.Z—>X, dE 
Pisa, Banach 空间 X 称 为 内 射 空间 (injective)， 可 果 它 是 一 
个 £5 空间 ,对 某 个 ATA. 

Ф. 空间 与 具 A 延 拓 性质 的 Banach 空间 有 密切 联系 。 

定义 8.t.2 Banach 空间 X 称 为 具 A ERER), m 
染 对 任何 Banach 空间 了 及 了 的 任何 子 空间 2 , 和 任何 TE L (Z, 
x, sri тетте, X), РАТИ (网 图 )。 


EN T 

Uu 

Z— x 
Ж 1 ER qk j Hahn-Banach BEA, 3F HY Habe 
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Banach 定理 就 是 说 实数 空间 和 复数 空间 具 有 Hahn-Banach Ж 


把 性 质 。 
定理 6.1.1 Banach Zi] X E 22, ЫН XAA 
EHR. 


ШЕ 854—7 WX E 2, 空间 . 
任 取 Banach 空间 了 RY ETEN ZA Te L(Z, X). W 
(x?) er CS(X*), fk 
[х] = sup{lx* G0 [rc D$, Vx c X. 


4 §,X—+l.(P)=lla,) er sa, Рі, | (ayer |< = sup] a} 


-< +e, Sx = Ce P(x) cr, Ve EX, 

易 见 ,S HX ALU) ANRESH, BF X AF, Si, EX 
存在 投影 PIL.QD——X, HIPIKA X FE СГ) 可 补 子 
空间 ). 

对 每 个 rE 厂 ，T*x?EZ， 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 知 ， 
T's: WR WER yrc Y*, 

AT: YL) To) = OO) ers V¥EY. WT = 
‘S“PT..Y¥—>X ЖЖ ТЕШ, LIIATI ВХ RAH 
HEN. WW. | 

<<=" jk X B. À SCHEME, {ЕҢ Banach 空间 Y, t X 
BY 的 子 空间 . 

4 1 X—>X нат, ЩЩ X RAMEE, FET 
BEMICL(Y,X), {#|1|<А, PME Y 2J X AU Br3E MW RE. WE 
Um 

xd 仔细 观察 上 述 证 明 ， 我 们 发 现实 际 上 已 经 得 到]( 三 ) 
K 138 dE, AMAA 空间 (对 任何 栈 ); EN. RAAE HJE 
质 的 空间 的 六 可 衬 子 空间 具 4 п Ж ЕҖ. O 

注 3 作为 习题 ， AAEN AA 2z |] 34 He Mop ETT 
Banach 空间 Y, @X £ Y ATE, Ef Banach 空间 Z, {£ 
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TEL(UX, Ж), # £ T ipid T e СУ, Z), EITI<AITICLEAD. 

i3 1952 4 Nachbin #Kelly( Z, 
(N-1), (Ke-1) EH: X € 2, ж] Н YN | 
仅 当 Xe:C(D)， 对 某 个 极端 不 连通 的 村 COD. 
Hausdorff 空间 (OQ Z RY RT X-—Z 
连通 的 《也 称 为 Stone 空间 )， 如 果 每 个 
开 集 的 闭 包 全 为 开 集 ) {图 ) 

对 于 ARAB (О, E, 10, 可 以 证 明 L. M) 2, 5 
(& # 3 (H-1) p. 222) | 

жа SE 1.1.63 CHE, FESR n 8 IA EA 
MYER nee Pees p (Pii). x 28 1.1.6 
注 也 指出 了 最 近 kang & Tomezak-Jaegerman 给 出 的 最 好 入 
A. O | 

Es {1201,2 x p p k AE T 2 Ж. T] 

ike 已经 证 明 C.F EAREN (И Ж ЖШ 
6.3.88), с› FRANZ, 也 如 果 我 位 限制 在 可 分 空间 范围 内 
KERN co De RUE. #119 Banach 空间 X HTH 多 
空间 ,如 果 对 任何 以 下 为 子 空间 的 可 分 Banach 空间 Y, S; 在 
投影 PLY—>X, HIPISA, AULA ELTA HS, УССР, 
空间 , WCG Ate iy, Ui 

定理 6.1.2 co 是 可 分 P, 空间 。 

ВЕНН ÆRA c, 为 子 空间 的 可 分 Banach 空间 X, 4 (eD Z^ 
是 五 前 自然 基 , 由 于 cic, Hj Hahn-Banach H, e; nf4& 
REM x; € X*. 


hy 


Rie GE ху xA heck BEE, 22 xz x0, BU 
x4(0)— x5 (a), Vater, BE ef,(a)—>x, (a), {Н ef (a) —0, 
从 而 xila =0, Уаєс, Bl x3 Ed. 

AF X Baya, HUN), w ) E uY PEB Dy. W d we 
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(UCX*), w*) 上 上 平移 木 变 度量 ， 因 此 di, ОХ?) ne —9, 
xh at U(X") Пер, fë dixi 2230, 因而 ,x? — 210. 
A> Px-Qxipb-cipOou, УхЄХ, W| Px€ e, Ex f: 


xo E Coy 有 Pxs— xo Ah, P E X—— co 的 投影 , 且 
JP] = sup xi- |2. 证 毕 。 


iki 1977 # Zippin(Z-D EA ETA £7, Ж Хас. 
О 

i23 利用 WCG 室 间 的 如 下 性 质 ; 若 了 是 可 分 Banach = 
ELX Æ WCG 空间 ,YY EX mui. MFE X HJ [23 i 
Ж, YCZ,.H Z # X th 1 WARE # BO-DO, 知 对 任何 以 
c, 为 子 空间 的 WCG zi X, dd PIX—c EIPS 
Me 也 是 WCG 多 , xl. 0 

注 3 由 定理 岂可 复 到 с, RCOIARRE dE E MD. WET A 
Banach 2X RX agyz Y Hea TCeLO,.co. Ж 
ET ha GT CL(X, со), IT ITI, BREA Ico. 
为 得 等 映 象 , 则 LTELY, le), BEE 6.1.1 HELA, AEDT 

— — 
Ё ЖЕ d ТЄР, iTi = IETI. ш АЖИ, Ж 
Z=span(l-T CX) Uca) 
是 1 的 可 分 子 空间 ,县 caCZ， 因 为 co 是 可 分 P, BA, REE 
投影 P:Z 一 > co 使 IP|<2, M| P.I.T ,X——c H 
PET) = PIT) = PTC) = Т(у), Vy€ Y. 
KPOIST AOT WEE, E 
LERUESIUE 
No 其 可 分 延 拓 性 质 。 , 

由 此 ,也 得 到 сос „зр X==> c CX, xL, R Y EX 
MFM, Улс, ТУТ, Хэу 即 为 所 更 投 影 , 其 中 全 E T W 
xd, T ELX, co), O 

ЖУ 6.1.3 Banach 空间 X Hiin apa E, du Bi 
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ME x*EX*, 有 
| Him fa" 129. 

定理 6.1.8. co 的 自然 基 基 收缩 基 , 

证 明 Meal, 及 定义 直 搂 验证 .证 毕 。 ' 

定理 6.1.4 с 不 具 KMP, ЖА. RNP, edu 22 
Wo 不 具有 界 完备 基 ， 

证 明 ”容易 证 明 extU (со) = ф, Ж с AB KMP, HT RNP 
—> KMP( 4 #13 (47-1) p.347, K co ЖА RNP, 根据 车 六 * 可 
Sy, X" В RNP (定理 2.3.12) 5 RNP ST SAR 性 
PERE RARE. У ВАНН oC» WARES, Rie X H 
ARSC, WX A RNPCH 2.3.8), Ko HARARE. 
TE, 

定理 6.1.5 co 不 是 w PSE RH. 

HEB] Фа, = Die До) co MARIE, MM Gun 是 


w Cauchy 列 , 但 不 «o KF c, фо. ШЕФ. 

定理 .1.6 c B. w BSP, 

证 明 ”Banach 空 间 X 称 为 具 w Banach-Saks HEM iw BSP), 
BURXHEBIGOZCX x ——0, ШЕЕ a TINE) E 


13x09). 


GSC, x0, ЖНА, i, Va, xl —9 
0, 吊 由 引 理 5.4.8 Ag 1 x9. 


否则 存在 子 列 ( 仍 记 作 (Dy)， 合 | 上 x 守之 9，Wn。 则 由 基 : 
序列 选择 原理 ( 见 附录 2 定理 2.9)， 存 在 Cx) 三 的 子 询 CIE 
Ge Z0, BE GO EF со 的 , BARRE Ce 0) THERE Q0 

由 于 ex xd 1, 故 存 在 m, M, 使 
« 303 + 


m<lu,|<M, Vn, 
ин, Gas ko EMR, 由 定理 1.2.1 知 ， 
4 u. m ш E ʻa 
(aseos 从 而 存在 К,, K,, tE 
K, sup 1a. < Iran, |<к, sup|a,|, V(a,)2 € cs, M її, 


Iz» ISK, ihe Dix 0. HU co H ш BSP。 证 毕 。 


定理 6.1.7 co 不 是 BSH. 
ШЕН 由 定理 5.2.7 注 ，co 仅 是 "type 1”, MH BE 5.4.7 
PA, co 不 是 BLA, TE, 
Ë ЖЕНИ (х), CU (со), Е n. 使 得 
min(|3 ex. |; Er = +1)=а 
.来 证 明 с, В n j, FHL, Ae a n= 4, E. 
My = ë — €; £y + €, + 65 eg — er eg ёа + ёс е б 
— Ёуз Ejs Bliss 
Bp = Oy + €; — Ez + e, + €, — Og + e; + Cx — es — Cyan t+ Cy, ё 
— ĉia + Cy Eiss 
xs = ë) + e; + Cy — @, + @s + 66 — Cy ёз — ёз + 419 — Cy] ё 
+ @ig— Ёа E 
Ха = ё| + 6; + 6; + Oa 66+ eg + €; êst Eg — Єр — е Eg 
— ёз — Ë ja — ёш; 
dal [Zenl ^n. Va =, [] 
SEX 6.1.4 Banach 空间 X 称 为 Asplund Sj), MEX 
的 每 个 开 凸 子 集 E БИ 了 在 五 的 一 个 稠 G, Ж 
上 是 Frechet 可 微 的 。 
io ATF Asplund 空间 的 讨论 见 参 考 书 ( 俞 -1) 第 七 章 ， 特 
ж, 1А, Х 是 Asplund # š] 4 Eil X* E RNP. O 
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Z 6.1.8 co Asplund 空间 

证 明 pe 6.1.4 EM, X R. Asplund 空间 当 且 仅 当 X* 
f. RNP, ferc ж BR RNP, PANE co 是 Asplund 2 
[8], WER. 

我 们 在 第 一 章 中 已 引入 DP Bax (ES 1.2.2), 8p 如 
EMEA Banach 空间 Y,f£fg] TE WKOX, YO, AT ъ BR 
为 相对 范 紧 集 ;或 WK, Y )C DPCX, YO, V Banach 空间 Y, Wy 
X #4 DP 2A, 

RA HL Se AR PE. 

5238 6.1.9 i$ X BE Banach 空间 , 则 ТРАЕ, 

《1) X Jë DP =]; 


(2) XHEB Banach 空间 У, TCWK(GLYO, itx. —>0, 


A Tx, Yo, 


(3) 对 任何 Banach 28 Ү, Е TEWK(X, Y), 关中 任何 
w Cauchy 3 (4.21, Ox 2 AE SIS SUY TU. 


(4) 4E GC X, (z1) CX*, 2,0, af 9,3 
xiG)—— 0. 

TEER (D) (02) 由 Eberlein-Smulian 定理 (Banach 空 
闻 中 w 紧 集 与 w 序列 紧 集 是 一 致 的) 即 知 。 

(3)— (2) 显然 

(2)— (3) iT Banach Si) X rb HE 33] (2,27, Jw Cauchy 
的 〈 或 范 Cauchy 的 ) 当 且 仅 当 对 任何 下 整数 增加 序列 (075 


i. il 
GO ws 有 Say 一 а — 30 WHE, m, а 50), 
0)— (4) BUE X E DP 空间 , G0 СХ, (х) 0 X*, 


w з w 
x,— 9, X. — 0, 


za T,l,— X, Tan) = Хе, (алк cl, 
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S; X> 09, S(x) = CAI (x), Vx X, 
MJ TU CYS acolx,) cis 其 中 aco Gu) E Go) LZ BEBE PR GL, 
它 是 一 个 w RS, Mid T bw BAT, S Ud) Сасо(х1) ihs 
асобх; 六 也 是 一 个 w EE, OS 也 是 w ESI. Amp S 也 是 
w $a X M DP uH S(aco(x,) 2) HES, 但 是 ， 


STUGH OTS acol) Z0. BST р, H T ee > 0, 故 


Sen- 0, H Sx, = Те, 利用 ST EBAT, A Seek to, H 
Tij › 25 т-= ос PES 
[x xn) а С) ДЇ = [Sze] —0, 
G)—(2). 反 证 ,假若 存在 Banach 空间 Y 及 TE WK(, 
YO, HG c X, x29, f 
inf | Tx, 12» 8770, 


ME п, yr e SQY*), (E y Tx) = Та, |, RJ 
Т*у;(х,)2>0, 
Н FT €WKC(X,Y), i T*cWK(Y*, X*), di Eberlein-Smulian 
EH, MSR BE OT SET: PE B|, FP WR Ttyl— xt, WE A= 
x*cX*, nij a 
Ту; ~ x*—0, 
Hae fF GO, 
lim(T*y? ~ x*)(x,) = 0, 
再 根据 x, 0, £18] limT*y*(x,) = 0。 这 与 
0«ószlim[Tx,| = limyt (T x.) = пту (x) 
6.1.10 35 X* 是 DP Z0, Ul] X R DP 空间 ， 
证 明 Е 6.1.900 立即 可 看 出 。 证 毕 。 
+ 806 。 


E 6.1.11 Ж X H Schur PER CAD X PEIE w die x 
ASR AERA WX 是 DP 空间 ,特别 地 省 是 DP 空间， 
JT c. R: DP 空间 。 

证 明 ШЕ EG 192) aX B. Schur He, X 
是 DP 空间 ,由 定理 6.1.10 Ж h R Schur 空间 , 立即 得 到 co 是 
DP 空间 ,证 毕 . 

注 1 1.2.10 已 指 出 ， 对 性 何 紧 Hausdorff 空间 0, 
COME DP zi. 定理 2.3,24 PFR: F(2,2, OFA RE 
备 测 度 空间 , 则 L. (yz DP eH. O 

注 2 Stegall(S-1). 给 出 例子 表明 不是 DP 空间 二 过 XX* 是 
DP 空间 ,甚至 有 ,天 E Schur z——X*i DP zig. П 

定理 6.1.12 DP 空间 的 可 补 子 空间 是 DP 空间 。 

证 明 设 TeEWK(Xo,Y), 对 某 个 Banach 空间 Y, £ PX 
— XÚ HRE, WTPCWK(X, YO, AF X EDP SA, Wy 
TPE DP(X,Y), 


Xo X6 
AER бхз I CS Xa, xine Хо, n 


a(X,X*) 
Ka —> 0, 


HF TPE DPIX, Y), W Tx, = TPx,— 0, ЖЖ TEDP Xo 
Y), £0 X, 是 DP 空间 。 证 毕 ， Е 

+ DP 空间 的 子 空间 未 必 是 DP 空间 , Яі 不 是 DP 空间 
{可 由 定 天 6.1.13 ERAR). L, 是 РР = 8, BE LC + L, (3k 36; 
1.8.4), Ц 

3EXB 6.1.13. Æ X JE DP iq, 

X EARM dim X< + eo, 

证 明 dp X k: DP BARA, WER (x) 2 CU IX), 有 


TOW). xm € U (X), 且 由 天 的 自 反 性 知 恒 等 算 子 


TE WK(X,30, 从 而 x, x €U OO, ARMU OO 是 范 紧 的 ， 
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Ato dimX< +оо, Е, 

注 这 个 定理 特别 表明 无 限 维 自 反 空间 一 定 是 非 DP 空间 
(КАЛК), AR, AEE DP 空间 一 定 不 是 自 反 的 。 口 

定理 6.1.14 c» 没有 无 限 维 自 反 子 空间 。 

证 明 ”由 定理 1.2.2, с, 的 每 个 无 限 维 子 空间 X 含有 一 个 子 
Sup Z, {E Zero, Z 4E oe. Pale, W Z DP 空间 ,由 定理 
6.1.18 4d Z PWG HB). Mi 区 不 可 能 是 自 反 的 。 证 毕 ， 

注 1 这 个 定理 也 可 直接 应 用 定理 1,2.2 及 co 不 自 反 得 
到 。 [1 

注 2 AENA, DP aTe НК УА Si, LI 

定理 6.1.15 40,2, HARMS, X 16 L-GORS 
AE CAD TSH XE LODRA, WET pispa oo, M 
dim X< +оо, 

WI 由 定理 6.1.1 3E 3 Ab E SE 6.1.11 dE put, Lel) 3 
DP 空间 。 

HM lpeccem.LQGOIERBREBg.UGE X ELA) rh BJ, JU 
X XT LUO) л H Б, BB OX. DAR, (SAT I, 
L«GO0—*L,GOWUEE X E, Ibi CX, | ole OX, || 11,0 SEAR 
ERR CX, E- Lo Bd, E CERT RE BEAD. RX, 11.0 ELE 
HI, ШОХ, elo 是 w 紧 的 ,但 因 L. (yE DP Z0, x 

I|xCU (X, bele) 2 UCX, | 2 
是 紧 的 ,从 而 有 dim X< + eo, 

4S р=1 й}, H LitwijwR RAR AH. GES FILL 
— Lu) E ш ЖТ, X # L, (ay PR, S UX, 1-00 Bw 
RI SIL Dixi OG | el) X, E EO EAR ER, ERU (CX, |+ |.) 
也 是 w 紧 的 ,同上 证 明 dim X< +00, ЕФ, 

3 由 此 特别 得 到 当 工 (ti) 是 无 跟 维 时 。 

L«GO0 dL I (D Vez p< oo, 
在 第 四 章 ， 我 们 引入 了 p 可 和 算 子 概念 (定义 4,2.1)， 其 中 
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гит 


жаие 


1&p« + oo, T€ L(X, DIKA DT HHS WR A HEA Gu) 2, 


HEARS х*(х)|< + оо, Ух СХ", Ж 
-=l 
zie [*« + ce, 


PLEIER: 
TcÍIL(OGYOoz0-0,83 f£ ACA 


(Zi. V y« C sup (zizt Gu] j 


LER 


现在 ,我 们 将 证 明 , 对 1<р<2, #4 
Lies ls) = Teco, D), 


= X, 


但 是 ， 由 于 co Fraa LER (19), BEY” BA, 而 
L # 775 空间， 前面 已 经 指出 SP 空间 从 局 部 观点 来 看 5 U 2 
AEC p= +оо} Z” 5 co 差不多 )， 而 b *| f N. E £ Bar 
е Е”, H yk. ЇЙЇ DE ERM, Ж 1р2, Д] 


LF, Lf?) [IE CZ 7, 7), 
AE RNA EENAA Grothendieck TA. O 
首先 作 一 些 准 备 工作 。 


考虑 空间 她, 即 在 x 维 空间 R' 上 取 Euclid 范 数 。 以 (x,y》 
表示 x,y€ 1: MAB. іа de 为 В" 上 的 Lebesgue 测度 , dG (a) 
表示 均值 为 0, 方差 为 1 的 正规 化 Gauss 随机 变量 决定 的 正规 化 


Gauss 测度 , B] 
dG(2) = (2л) je t de, 
t EUR Bl ХЕ НГЕ Ж, Ж 
j. а)ба) = cun flaye ? de, 
H3 4С (а) 在 线性 等 距 下 不 变 ， 
ig LG) L,G',40) = Íf.R'—>R' 可 测 函 数 ， 
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4 
і. = (f. ire асса) < +e}, 
易 见 ,对 f.ge LOG, f g WAR 
(f. g) = |. f(a) gi) dG(z) 
导出 LG) EWR, 
对 хЄЇ E X. 
Quali—-R5,g.) = (х,у), Vye li 
Sall—— R',S.(y) =sgn(x,y), Vycl5. 
AX, Ppa 5.61.06), 我们 还 有 
Э] 6.1.16 t x,y €i, [xj = vl = 1, WJ 
41) (p, Py) = (х,у); 


=- /2 ， 
(2) j. |p, (2) | dG Cx) J x 
(3) Pa So = s» 


(4) |p.-S,|? 22-2 fo 
л 


-1 
6) (x, э) =( (2,/-2-~1) (S4, Sy) + (9, - S, 
8,— 9,)). 
证 时 (1) 
(Pas Py) 


= (2557 jp 2 zx) gi )(2 a )exp (- 15 )аа, да, 
= cnp EO (ажа + х2; De, TY 2s 
4 (Èra )( z: ))exe( 一 fs, ))ехр ( 一 D da, 
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= мур + (2л) nd i A" (an) (> y=) 
“exp (~ lXa)jdnds, = = фуу = (х,у), 
《注意 上 式 中 用 到 人 e axo і, [7 ate ax= cim *), 
WR. | | 
D |. PD 106 0а) = | 16.2146». 
TAFE ЖЕҢ TE EE RU, {Ш U, = €1,0,-+, 0), IT] 
[omae = | 1o, Ut | das) 
= {1,146 = | side 
Ru Rn 
= / 2 Ceda / 2 
ER dt J2. 
(注意 ,其 中 用 到 dgG(s) 在 正 交 变换 (线性 等 距 ) 下 不 变 ,及 
Fte "idt-i) ЖЕ. 


(3) 首先 证 明 若 y,y Elsy Ly, Wen S, =O 5Е К, Ж 
择 适 当 正 交 变 换 D, 使 
U, = (0,1, 0, 7,0), Ty’ = ly 0; 0), 
则 | 


(Ф,, Sy) -| (y', z)sen(y, в)4С (г) 
-f. (yU s)sgn (y, U* z)dG(x) 
iu Uy, жузип (Uy, а)4С (а) 
3n SEMET )sgn(dG(a) 
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= ута, (| ` san (z,)exp( - * 2 day) ded, dz. 


=, 
МЕ х,уЄ 1, Ix} = |уй=1, Ж у'ЄІ,, y Ly, bil 
х=(х,у)у+у', 


Ait 
(9,,8,) «f. (x, z0sgn(y, 22d G (ж) 
- |, (x, 9) Cy, s)sgnCy, zd G(z) 
«f. (y^, 2)sgn(y, 2d G(Cz) 
=G, [leo ldGG) (sS) GOD 
=f 249), 
л 
IE, 


(4) 1Ф. – S, = (op. S. gp 一 全 =) 
= (Pas Px) —52(9,8,) + (Sey S.) 


- _ 2. 
(x, x) CON EE 
«T. [sgn(x, z) [^d Ga) 
-2-2/ 2. 
/ Gm 
证 毕 。 


(5) (5,5, ) - pua Sy ? + (S. Pa) = (9s, 9,) 
一 (Ф, – S. S, - _ Py) 


=f tx MENACE) 
一 (x, y)-Op,- S., S, - Py) 
= 312+ 


HR OD, (0D), 
Р = (2. B 25 -— .— 8..9 一 
Жо (х,у) DAE 1) «$4$)-( = 93. 
证 毕 。 

现在 我 们 准备 证 明 著 溃 的 Grothendieck 不 等 式 。 


定理 6.1.17 (Grothendieck 不 等 式 ) 存在 一 个 绝对 常数 
Ke 0, EHEM ERE n nxn eae 


| (a) [essup[| 2:218, 0,2 | PX, y € HF Hilbert 空间 ， 
1а, 1) 
= зир] >a; |; z; € ЖА Hilben fal, |s,1<1) 
<Kesup{| Zasshi | i [sls DE 
$-l$-l1 
EH ”为 了 方便 起 见 ,假设 
sup{ |Z Zast ll 111} #1. 
我 们 看 到 ， 
[>ш у) | <>! [ано yi) | 
ie] j=l i=j j j=j 
= d(x, aui) <> Sans, |, О Ix]. 
1 ia 11571 
另 一 方面 ,对 任 i, Ж x, € H, |x; | 21, 使 
2 | = (х, Day ) 
sj > Dau, |< 
区 定理 中 第 一 个 等 式 显 然 成 立 。 
下 面 不 妨 设 His tty y, € H, $F 17у: | =L isin, H. 
[Cap [or = (1 УЗ? l. 
i=} j=] 


Dai; (x, Уу) l 


ї=11-1 
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A Y.-span Cy, 则 Y. 是 {至 多 )w 维 Hilbert 3 fal, ACR 
PRU) Y S=, Eb хз, xe SCD), fE 


Hin |o _ NYv ce v. 
Lie => аза, уг). 


下 面 应 用 引 理 6.1.16 ERKIN. 

oon od . . . 
25а) = (24/2 -1) («sso 
+ Ма Ps, = Sr фур 5) , » 


<y- y (f. | aus, G5, G0 14608) 


* | (aij) | max) Px; 一 ME [Py — 8; | 
u 


«(zy > - 1) (1 +161, (2- 2,/-2-)), 


ax 
СЕСЕ 
E z 尾音 性 ,有 
| (s) Lr (a f 2 -3) = Ke " 

ШЕН. | 

注 对 复 情 涡 绝对 常数 记 (Е K€, Pisier(P-1) 证 明 KE 
Ke. Ke WX EE HAS, 目前 知道 的 最 好 估计 是 Krivine(Kr- 
1048 2i ij; 


K < =1.782... 


To 
2log(l 4/2) 
JU IN xx dtd НН, X. Grothendieck 证 明 Ks. Г] 


应 用 Grothiendieck 不 等 式 ,我 们 可 证 明 
ЖЕ 6.1.18 AWispe2, NLS, = DPLo95,99. 
РАЯНЫ, LG», zILG, D). | 
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证 明 OX R 7 空间 ,了 是 .Gy 空间 , Te LO(X,Y). 我 
们 将 要 证 明 ,对 任 Ky X C€ X, # 


($ IT% ) < KeApIT | -C, 


N i 
X th C= supf( Xt Gol?) 5 let 1<1,=* ex"). 
首先 ,我 们 看 到 ;对 任 x* € X*,# 
Bye" Ga) Cet. 
"PGE DA НЧ 485 ERE (x; EJ I 中 去 ， (Px) 9] G 中 
去 ,然后 对 o BFL 之 间 算 子 进 行 讨论 ， 
HT XA LTS, ME moi K& TÍ eR T SiD—— 
SIZCX,fk OS CIS, IS} =1, ISHA. 
& Sx, = 2, lin, Mitts) С, Н. 
За -x,ls«i«N,., 
由 于 TSILCY,.H Y 是 2 空间 ， 故 存在 了 BJ h 维 子 空间 
E Kuya tr SF R,E-—— ff, i ТСЕ, [RE = 1, |R HSA, 
这 样 ,So = RTS Ie — 7, Cx x )CSUI, 
(Tx, Tx) CRE, 
TERR s* € 17 (20 * , my 
> Is* Cm) |? = Ss* (S7) |? = > (5—1) * 2* (x) |? 
kel kel kel 


«C? [G7 *s* PCA ws。 (6.1) 
下 面 先 证 明 
> [Spas C? A* KZ [801° (6.2) 


Ay ut, Ae (е, 65е) 20] iz SERIE. i. PE 5 的 自然 基 . 
设 Sie = ань 1<i<m, а= а e, lk N, Wl 对 
1<k<N, 
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Some 一 Ў;зыбае = 2> Zulfi = (ша, Jr 
由 于 1р2, ВН L, PII А.Ж 


(Ese GER Y) 
$ | af (0:5 


k 
SAE 
TE X у*= (by BEE, Iy* ig = 45 Pitit bm. 


4 H = (25 ey £go, lism, ШЕ (o. DA, 


и. „СА, 
Fi А 
by Ni " "E: EID, КЄ 
Eee) аве |) 
-se | (6.4) 
j=] l E=1 А 
RAAHE a ELIK h tI <1, liam, 
4 T 
2/270; iod fi ) 


с} у; |5! Ie |= ISl, 
其 中 y? = (bsp ++, ЬЕ, EH Grothendieck REM, 8 
> аль ,SKoCAlSl, (6.5) 
H (6.37, (6.4), (6. 502 y" = Gu, bOBS EXE E A 
Sissi [CHA KB oU, 
即 (6.2) 式 成 立 。 
最 后 ,将 (68.2) 式 还 原 到 X. Y 中 不 等 式 。 
Sy [Pal = DUR Sie Po" ls sal 
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«pA KITIC, 


(2 Tx |? ) «ki ITIC, AmTecIPoO,Y),H 
TAT )<KeAp|T |, 

应 用 Grothendieck 不 等 式 还 可 证 明 下 面 著名 BJ Grothen- 
dieck 定理 ,从 而 进一步 证 明 co 的 性 质 。 

定义 6.1.5 Banach |8 X RARA Grothendieck (Е, 
BUR ЫХ, = [hX 

定理 6.1.19 Z! 空间 具 Grothendieck 性 质 ,特别 地 工 ! A 
Grothendieck FEE, h Я Grothendieck ЕЖ, 

EH 令 关 是 名! il, Ro EX, RINSE, XE E 
TELM, LG 


ЎТА Кыр еа | dat ei). 6.6) 
4 C= sup Хата) J| ct 
WE x* € X*, A 
Distal <Cle* |. ` (6.7) 


BIE X 证 ST SLX BO 4 空间 ,对 基 个 A1, 
Alt, FE m0 E X f m BETS Xe, É 
G.Iy—X., 
BR x00cXa1G121,1G^! | 4. 
令 WEN fi Gy sx,lisn, RDA MAR 


d, i8 yi = Ze. 1] 
2179.1 = 2 iTGy,| = 2| TG Zane | 
= zjzmgTGe, |, (6.8) 
=I jel 4 
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为 了 应 用 Grothendieck 不 等 式 ,只 须 计 算 ， 
вз, 1610). 


|.” ті 
sup} | DOE, 
(l 
AER Gp (to w fli maxis;| <1,maxid| <1, 
: Lsj =m TO TAPIN 


4 у* = Osis Sa) СГ СР) 6, My 1, 


"om uM, 
PIE 
i-11-1 1 


Gm 2. LEES 
21815; | uA, | 2295; 
fel ful | aod 

路 


= 2 'y* Cy): =D) уб | 


1-1 
=Z G y" GO] <CLG- ty" | 
aC |G ICA, 
应 用 Grothendieck Ж $30, (6.8350, 47 


Tx] = | zasTGe, | <KeAC sup|TGeyl 
тт id 321 . =} m 


AKAT, 

E Te [h X,L 5, HIT SKAT 证 半 

i1 Grothendieck jr 8] h E Grothendieck 性 质 。Lin-- 
denstrauss-Pelczynski 3E 9H. &' zs jg] E. Grothendieck F F, 
Cj 

i S.V.Kisliakov(1976) (Ki-1) &G.Pisier(1978) (Pi- 
1) 和 证 明 工 / 自 上 友子 空 间 具 Grothendieck HER. [L] 

i£3 J.Bourgain(B-1) 证 明 L,/H' E. Grothendieck 性 
Ж. ЖТ нуОреп 问题 是 : 

COD L,/79 2 3E 3 F "US А Grothendieck 性 质 ? 

(2) aL, Wir AED -RF SH M.L, /M А. Grothen- 
dieck ÉE 27] | 

注 4 k E Lindenstrauss & Pelczynski( L—Pe-1) 4 ik 9H. 
# X АЖЖ, ALYY) = ПХ, Y), W X=l,Y æl, Ll 

H IBD PE, EW] L AAA IE Bl АКРЕ. 
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ЛЕШ 6.1.20 Btw ide L BK e, 的 正规 化 无 条 件 基 , WY 
(х) С Cen iy i Е 
Же), h ER co DU BARS, 
WEB] 由 附录 2 定义 2.3 MABE: 


2 ах, + co» ae< + оо, 


(D L ffs. 

WO А ORE A М. 

首先 ,显然 有 

Sase, < + oo» la, < + co Sax. + eo, 


3 —3J 78,18 (а, а, < $00, ALF (te) 2, 是 无 条 件 


Ж, OS T CAD € es, op + оо, 


® Sie—l, SCA = SA aux, 由 定理 6.1.18 A, 
fal 
SE Lies 1) = (е, 1), u ` 


[].(S)<KelSI>KeM| as. |, 
FR GX EW TES ШС е noy. es ВЖЖ), 
(21а у = (Suset y 
«TL Gosup[(21* cb Y sx et, danti) 
«TIG osup[21s* (e 132 Eh, T бє} 
zILG <KeM | ах, |. | (6.9) 


4 T. 1 一 >1.， т(Хах) = (i). V ax, € L, H(6.9 5 


i-l 
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An,T ZW DLE BU, ATEL, d, IT| SKM, pe H6.1.19, 
TEL slds [bhel B IbOOSKeITIKZ2M, BOSE 


х= Хах. € lh, A 
> i a, | -2XiTax| 
«КЕМ ѕир( Зу ® tac) ix^ Ele Дат) 


{KAM sup! 30x 
#n=% 1. mnel 


<K2M4> а.х.) < +оо, 
"fel D 


Ela. < teo, 


nel 


Rp 
Sae eoo, 
n-l 


(ж. ЖЕЛЕ ka tikti kana, Ж 
sup{ | х* ба.) | slle*|<1,x*€ X*} 


<sup{ | 3,2) ;8,= + 1). 

(2) co 情况 。 

由 于 五 中 co (定理 1,2.3)， 容 易 看 到 ， 若 X Aes dp 3 
Сх.) у (X4 ЛУ АЈ АК d BR , П. l dX ИЛ (x,) Vel ЙН 
Ж, MFR RS Bi (ху), А * mE св = OGW-D 
p.142), EE Gu) IE TH RAS RIZ PES OI IAE h FE, Н Һ 
WICH, Hisl aM, Ht MO, но) ОХ EL 


为 了 区 分 , BEDAN L BARD (Fiir) асер, AT 
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(хале бел)", 


& Tih, TE aes = ах, Va) EN, ШТАН 
FIRE, 从 而 T*.L 91. 也 是 线性 同 胚 ， 但 FT*x,= er( 这 里 容易 
WIE, HEŠ el， 

T*x (Xe; )==, (Bare? LE (Zaa; ) 
= а, = (Ze; ) еә). 
& T* |... span(x) 5 —»c, МЕВА, Н T*x, = ea K 


бх) RI (е) Gr, 
证 毕 ， 
Ë 卫 的 每 个 正规 化 无 条 谷 基 也 等 价 于 它 的 自然 基 (GO. 
ЖХ, ВРШИТИ, ВН, жЕ, Жо, 
* 


A x (Хех | = Dare, 


Bi-tli 


айк н, жоЛ i 的 正规 化 无 条 件 基 , 则 
= ах,< + <> а!< + оо 534,6, oo, 


Ир (х,) nat (e) 2. [1 

令 人 惊奇 的 是 仅 有 上 述 三 个 空间 具有 这 种 性 质 ， Id Banach 
空间 X ESS pe РАНЕЕ 4k X AR PESE, 则 X 或 是 co， 
或 是 h 或 是 ORAE BOLT T-1)p. 118), 

EX 6.1.6 ZERE Banach 空间 天 称 为 Lindenstrauss. 
-Phelps 空间 (LP 空间 }, 如果 extU Cx*) 是 可 数 的 。 

Ж Lindenstrauss & Phelps ip db X Ж OGEOXBZXHE 
Banach 空间 , 则 X eH Л Bl BA, Hint Ast b, Ao A ext A. 
AY CRX 0 TD. p.195. L] 
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定理 6.1.21 c, RE LP "s HH. 

证 明 M ех) = {tezo Heed k l BJ В 
基 , 证 毕 。 
T LP 空间 ,我 们 将 在 下 面 进 -- 步 讨论 ， 

198442 G.A.Edgar &R.F.Wheeler (E-W-1) 发 表 了 一 
篇 关于 Banach 空间 拓扑 性 质 的 文章 ,对 Banach 空间 的 拓扑 性 质 
进行 了 深入 的 讨论 ， 近 期 内 ， 引起 了 人 们 很 大 关注 、 文 章 中 引入 
Polish 罕 间 等 -- 系 州 定义 。 

JES 6.1.7 拓扑 空间 O WA Polish Si, # О WRF 
个 可 分 完备 度量 空间 ，Banach 空间 X 称 为 Polish 空间 ， 如 3t 
(U(X), w) dE Polish 空间 。 | 

SEM 6.1.8 完全 正则 的 Hausdorff 空间 Q Ж ` Cech = 
& WH Q 有 一 个 开 复 盖 完 备 序 列 ( 多 ,) (QP RR CX.) т, 称 
为 完备 序列 ， 如 果 对 Q КИЕН НЕШ УЕН CS RU 交 dE 
SWAT BR 多 ， 如 果 对 每 个 如 BE Fe, UE, d 


F,CU, ШП (= П Pod), Banach 空间 外 称 为 Céch = 
FEF 


AR О СХ), о) E Cech 完备 的 。 

š Polish 2 ЛЕТЕНЕ. Ree, 

(1) (CU CO wu) V] RE etx" X VW. 

(2) UX) wo) KL RR E Xt ЖЯ RR, ЖАН 
(U(X), 可 完备 度量 化 呢 ? 拓 扑 空间 中 Polish 空间 这 一 概念 E 
是 一 种 合适 的 表达 ,关于 这 方面 详细 讨论 见 (E-W-1)。 口 

为 了 讨论 co 是 不 是 Polish 空间 ， 先 简要 证 明 几 个 拓扑 空间 
3H. 

引 理 6.1.22 可 完备 度 最 化 拓扑 空间 О 是 Cech 完备 的 , 特 
别 地 , Polish 空间 必 基 Cech 完备 空间 。 

TER 00, т) 2036 8], CO 可 为 完备 度量 空间 ， 且 (只 ， 
d)—-(Q,0, 
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ж V= {U3 U BOWKER, diamU <-i}, 
BA AHL wE 0,0 Cog ={0€ 0, бо, о) < etr 


etr f, diamU (оз), HF DEUC € &,, 因此 ， Ф. 


‘OW — TIES RE п, 
下 面 证 明 (4 „) BREF, 事实 上 ， 任 取 具 有 限 交 性 质 的 
RK 多 ,满足 对 每 个 1 存在 U,E 多 FE 多 ,有 上 .CU 
考虑 W, = F, П te n Е,, phi W, W,>-.., Н. W, ХЕ, 
diam W,<<diam F,<diam 0,2-1, 由 于 度量 空间 (2, 4) JE SE 
备 的 ， 故 存在 瞧 一 元 x€ 8， 使 {x}= OF. Ai, (х) = NF, 
事实 上 , 任 取 Fe S”, ee Wi!=FNFiN… OF, REREH Bit 
ARENE = 1х), xe F, Bibl = П, ut. 
XE 6.1.28 3 X R Banach 5519, Wi X 是 Polish 空间 
=> X # Cech 完备 空间 。 
证 明 398128 6.1.22 APU (X) , w) ДИФ, ШЕ, 
JRE 6.1.24 Cech 完备 拓扑 空间 只 是 Baire 空间 。 
证 明 (EXLA ОА, A: HEARR ВА EBRR. 
EIFS G, 要 证 GQ ASO, BI 人 A 关中 (从 而 О 是 Baire 
` 空间). | 
由 于 A ЖЖ. MODxCGNA, RAM ж О Ш. 
ae, Be HT YE е, E xc U, MI 
x€ (AAD NU, 
BE x HOFF SB C, ff 
x€ Gic СХА) NUL. 
应 用 二 述 过 程 于 GA. BIR G,, 及 ULE 多 ,使 得 
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G.c(G\A) ПО, 
HAE 3 (On. 使 GDG oG, D], GNA = Ф, G CUL, 
SER, (G13 具有 限 交 性 质 , 岂 (多 小 总 是 完备 序列 , 知 
п@, Ф. 


(ANG, CG\A, Җ С\А Ф. EH. 

ЖШ 6.1.25 X Banach # [8] х E Céch 5E & "Ww, Jl 
(U(X), w) Batre 空间 。 

证 明 应 用 引 理 6.1.24, ШФ. 

定理 6.1.26 с, 不 是 Polish 空间 ,co 不 是 Cech 完备 空间 ， 
(Utco ,mt) 不 是 Baire 空间 。 

证 明 ”由 定理 6.1.23 及 定理 6.1.25 8], АЕО (с), w) 
“是 Baire 空间 即 可 。 


A,-ÍxeU (соз al<- l, Vk>n), 


MU A, Жш И, А 
ОА. = Ute), 
下 面 证 明 А, Æ (U Cea) s w) 中 无 处 稠密 。 
ЕҢ хЄА,, Ё x ВЕРСТ ДАГАН ww SEER U(xo; xT, te, 6) 
-2(iycU(cO, [xt ix) —x' G0] ze, lick}, 
A X = KO = (xT) Ка 0, 4 
Уе = Vey mi 
ү Хэ» }еп +1 


uw j=n+!l 


T EUCH 
= 324 • 


max* x, (Xu, — Yop | 
cistil 


. 2. 
= max xi. (xD To inl 
l&ick 3 


` 2 
«тах | Xeyl f t 2), 


35 FEAF AN EU (хт, xp NA, BH A, EARP » 
АЛИ CU (e, w) BA Baire 空间 ,证 毕 。 

TERHES сь 的 空间 的 性 质 。 

(1) ed X«— Ж {р Cauchy 级 数 是 无 条 件 收 第 的 ， 
《定理 4.2.14); 


(2) c han X ( HSH x* (x |< roo, Vx* € extU(X"), 


We. (FER AE) ic, 
CEM 6.1.39) 
(3) CoC X* «Lc REC XI X* 
《定理 6.1.27); 
(D сф Хес d Loi X) Apa + os(Ko-2), 
C) ¢o¢.X=2L(C(9),X)=WK(C(2),X), HPO Ж 
Ж Hausdorff 空间 (和 参考 书 (D-U-1)p.159) 。 
(6) Ж ХАЯ (х) my OQ 
CoP X «&— (х„) EA EO Sr dE X ДЕ ш ДЕЎ SER CB 
#8 Og-1p.13D, 
(7) Zi ХаР 空间 , 则 X AR A c ER 6.1.36), 


(8) eC Xe Ce X CER 6.4.1), 

下 面 我 们 逐一 进行 研究 ， 

Ж 6.1.27 d X BE Banach 空间 , 则 TRAE, 
(QD Co CX X*; 

(2) hc X; 
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(3) 存在 ZOX" Ati 

(a) EEDA T: Z—1., ETER о (К*, XD 
—— 6 (I, D) EAE, 

0) 存在 投影 P.X*—>Z, Mk P WR o (X*, XX) 一 一 og (X, 
DE; 

(4) l.c X*, 

(5) ILC X*. 

EH (G= (2) d£ Tiao Хер НИ, Ceo. n 
示 ce AY АЗЕ. 

4 5. KX- h, Sx = (Te, (x) ШТ | xy Sx, Vxc X, 9 
Sz E,T*IxeCo) = x(Te) = Те 0), 5х T*|xx, Vx € X. 

HFT IRLA T* AS, НТ ОООО?) 中 
w* PEE, SUX O T*U(X**)rR w* 88, H T'UCX* Rh 
HUE O 点 的 一 个 邻 域 , 故 存 在 常数 K, 使 得 对 每 个 n, 存在 x EX, 
|x, 1 K, Te, (x) =1, Н. 


п-1 1 
bM T; (x. | < 
i-l п 


ВУ, 15х.1221,5х,0е) ——»0,п—— оо, YVR。 因而 ,由 基 序 列 选 择 
原理 (附录 2 ,定理 2.3), ЛЕ РАИ Сх) ус, HEB 
(Sx, су nu, 

FP GO h BR RCD AE E, 

让 定理 1.2.1, (у,) s= Ce „5, Aly eae 6 НЬ, AA 
(y,) 2, E i Gx 5 作 适 当 扰 动 得 到 《由 队 录 2 定理 2.7 БЕЙ), 
(Sx,) i Cen) as НГ, lente h 中 可 补 。 

4 Pi —9 (Sx, OP So AES. 

H Gies (eua TE L, M 20, Hox E (а) Meh, 有 


MS lal «| Sass. | <L Sarl, 
故 对 任 (а) € 有 
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[ёа |< SKÝ |а| <КМ" Зав») 


<км isi] ав»), 


WD S RB У = [хл 上 是 可 道 的 ， KK Yeu, 

ФР, = 5Р5. Х—>Ү, ШР, HARRE, Wk CX. 证 
(=> BE Х-МФМ,Ме1,Р. X—»X 为 投影 

РХ= М,РМ = 6,. | 
w | I 
х'-м'фм', 

М*= = 
P*,X*— X' 43S, P*X* = M*, РМ» = 0, JA P^ X*-— M* 
是 w'—w* 连续 的 。 证 毕 。 

(3) ==> (4), (4) => (5), (6)== 1) EAR, UE. 

下 商 , 我 们 对 LP 空间 作 一 些 深入 的 讨论 。 


首先 ， LE FF #: 
K BLP 空间 
ext U(X*)C n Ka Hit Ka 为 Ха PREM 
i 


[Ë (2) “Lo 
WETAN, X 继承 可 守 合 co. 


(1) 即 定理 6.1.34。 

(2) 即 定 理 6.1.31， 

(3) 即 定理 6.1.36, 

Ж 由 于 co БЕЯ ЖЕЙ, ПГ ЖШН, Foc. 可 分 
X, Дос. 4 X, AW. C Xt, Ba LP # ЫХ, # 
1. x. Г] | | 
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我 们 还 证 明 

(4) LP 空间 的 子 空间 是 LP 空间 (定理 6.1.35), 

(5) LP 室 间 的 次 空间 不 一 定 是 LP 空间 。 BRL 存在 一 
^r w* 闭 子 空间 是 产 格 上 是 的， 从 而 ，co 有 一 个 商 空 间 不 是 LP = 
间 , 但 c, 是 LP 空间 (定理 6.2.5 推论 2), 

为 了 证 明 上 述 缚 论 ， 我 们 先 证 明 一 个 有 趣 的 重要 定理 (Hay- 
don EAD, A K E X* 的 w* Re, {Ш ext K 是 范 数 可 分 的 ， 
MJ K=e,(ext KO, Mit K B qu AT, 

定理 6.1.28 (Choquet-Bishop-deleeuw) (Rik K JEN 
沿线 性 拓扑 空间 X By-—4 ER И, 表示 由 ext K E K J Baire- 
子 集 生成 的 o 环 , 则 对 每 个 x € K, FE У БЕКЕ usus 
使 

tt (K) = ute, (ext K) = 1, 
H. 
х? (%) = [| =" сой, Va" € X*, 

我 们 略 去 这 个 定理 的 证 明 , 读 者 可 和 参见 ((P-1),p.30)， 

注 这 个 定理 特别 蕉 出 ， 天 五 Æ Banach Se, Mat 每 个 
x,€ UCX*), EE ext UX") BUCK"), w*) tg Baire T HER. 
Ro E LRA Е us, (6 

HUX) = pie (extU (X*)) = 1, 
HE. 
xo (x) -f *, x*(x) da +, Vx € X. Г] 


UE 


定理 6.1.29(Rainwater 定理 ) KX AMS, 
(x) S CX, x, € X, sup[x, | «K, 则 
x— x, x* Gu) — x Gn) .Vx*CextU(CX "s 
证 明 RØDERE. 
» 828 * 


ACU CX"), 90 BRB, BRU (X), w*) LS 
B, WRU FE Bef = maxi |Р) | x* eUCX LiB X CQ OP», 
S SR,C(U(X*)) ж Banach 55 jg], 

S Q,X—ÓCQUCX*», Qx(x*) 2 x*GO, Vx* cU (X*),. 
x€ X,Wi Ср, 

Т xs E U(X*)， 由 定理 6.1.28 3, 存在 ext U(X*) X. 
(UCX*),w*) iy Baire 子 集 生成 的 o 环卫 上 的 一 个 概率 测度 上 
fi u(UCX* D = ulextU(X*)) =1, H 

x x) = | Qx(x* du, Vee X, 

由 于 QUOC) = g(ext U(X*)) =1 及 假设 

x" (x) —>x"* (x), Vx* C extUCX*), 
ik 
Qx,——» хо, ta, e, 


且 
| Q (х„) (x*y| & 19,1 = Ja, | RE, Vx* E U(X"), 


应 用 Lebesgue Aika EmA, 
xo (to) = bes Өх?) аи = im| Qx, x”) du 
= Ип Ge, 
由 x? dE UCK*) dE 3856, BEC x > x0, TE, 


推论 1 tO ДЖ Banach [8 XA AREA, A 2 c. Ж: 
w Cauchy), 4 EL[Y. 24 limx* GO 存在 ， Vx* c extU (X*) 


证 明 ”注意 到 (xz St w Cauchy H4 BLZ DS Él ЕКЕ: 
何 增 如 序列 (hb) nels G3, ko Va, 
х X;,—>0, 
应 用 Rainwater Е 9 EA. IEE, 
定理 6.1.81¢Haydon~Bourgin) yt X #—-+ Banach 2: 
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BE K E X7 的 w* BOTH, WR ext K 是 范 数 可 分 的 ,出 天 
是 范 数 可 分 的 ,并 且 玉 具 RNP,K A KMP; ў, 
K= co(extK), 

HEB хр ext K MYER D. 

任 给 xt OK, HEM 6.1.28 (Choquet-Bishop—deleeuw Е 
BD, EH] ext K & (K, wp Baire 子 集 生 成 的 o 3$ 之 上 在 在 
МИ ДЕ и, 使 得 п 的 重心 在 x* (BB, 

xix) = [todas Wxe x), 
H 
g (ext K) =1, 

XHMfes9,4 Bite?) = {xE X*; |х — x} | <e}, 

#0 G.GT) ПЮ DextK, BU (В, GD OE w FB, 
[51 

a(U (В.а n E )=1. 
И _ Le . 
C, - (В.В) ПЕ, 
че: 的 点 测度 ), 当 „(С = 0 Bf, 
(Co 4 HCC.) ORF, 
则 u, 的 重心 y2€ BD ПК, 事实 上 , 当 ИСС.) = 0 Bf, u= буз 
的 重心 xt © Bi) ПК; 24 ШОС, 560 时 ,as IJ Ey: € co* (C,) 
C-B.G32 ГК, 详细 证 明 见 本 定理 后 注 。 
Bl, эй n AKI, Dw CeO, E 
; a 一 1 n А т 一 1 w | 
(со) Zus- (Zu) Zwar! 
J=] gal i=] #-1 rT 
«(2uco) ru (G) dy? = xi «e. 
ge] isl 
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利用 i. 的 重心 是 y; 这 一 事实 ,我 们 得 到 ,对 任 x€ X, Ix] ts 
x; (x) - (Suey) zuy | 


Ssupt[x*|;z*€ Kyu È G3. oo NK)), 
RH n 充分 大 时 ,有 
|е (zuo) YC: |<, 


ВМ, х; Єсо(ехіК), Hi К = со(ехіК). HRE ext K А ИН 
分 的 ,得 到 K 是 范 数 可 分 的 。 
下 面 证 明 K A RNPOX ИШ, K Jp Pt PH i T E BA 


一 个 denting A). R КИЙЕ В, 4 A= ВВ hw ` 
а), н Krein-Milman sg S84, ext A+, 825 K 是 范 数 可 分 
B9, MA t FE SE RI 4 By. BI Namioko 定理 ( 见 Na-1),. 
шеРС(А) Next A Ж ext A if] w* BY G, Ж. GUB" PC(A) X . 
ABA L(A, wA, D 的 连续 点 全 体 )， 显 然 ， 
w*PC(A)CB, | 

{ER xš Cw*PC(A) Next A, ET fil e>0, FE х* BU wt ` 
Ф И, ii x; CWA, Н diamQWn Al<e, 

由 于 AW ДЕ w* BS, B. x € ext A, rt Krein-Milman £ . 
理 立 即 得 到 x; + со* (АХИ), (否则 

x3 € co* (AAW) Next ACext co*(A\W) CA\W, 
BD. HX | 
cO(B\ Bixd,£))Cea(A\W) Cco*(A\W), 

其 中 Bixg,e) = (y* € X*, ly* - xt (<e}, 
因此 , x2& co GAB G2, 6), [ilf x5 € w*PCCGAOCB, H e 的 任 
意 性 , 知 xo 是 В 的 一 个 denting A, FE B KERES, K 
A RNP, 由 于 denting 点 必 是 端点 , 故 K В КМРОК 的 每 个 有 
ЛП SR BLA 


“881, 


B= со(ехі В): 

等 价 地 ,KK B8 got SE f fÉ B, 有 ext BAD. 2. iE. 

ж “我 位 证 明 当 2С.) 90 时 ,Wr 的 重心 YEc0* (С), X 
上 ， 只 须 证 

co* (C) П ( Г {x*; x* (x) -| y* coda. G^) == d. 

xEX Ca 
BT 
[ne K*,x*(x) = f. »* coda, Gr) } 

是 tw* Hy, E co"(CO € w* 紧 的 ,因此 ,只 须 证 明 ， 对 每 个 m, 
有 

cor (CIN (Patat = | э* бәйл. o]. 
Ава И Т. СХ, w*) —>R* 

Tx* = (x* GO), x* GV, 

BTco'(C) 是 w^ EHS, Ж T(co* (C0) E R" HES, ж 
(|... on aodu 9)" €T co* (o), WEE t eco (co, të 


x* (xi) = f. y* Gu dui (y* ), b= 1,7, m, 


ERREES. FHA RIEL, TUFE 
а= (a), уйы) € RY", 
使 


sup{a(Ty*);y* € co" (C,) «2 Í. y* (х1) du, (y*) 
2 * T * 2 * 

= j. y* (ax, )du. (у »«sup[» (ax) ec.) 

- sup{y*( Sian); yE c0*(C.) } 


= sup{a(Ty*) ;¥* € co* (C21, 
FRE. O 
232324 


5EXE 6.1.33 若 Banach 空间 X, 18 ext U(X") тр. 
Arey, MÜ X* A ary. M mi X* H. RNP. 

ШЕН 让 定理 6.1.32 37 Нрі 3]. WEHE, 

ТЕНЕ 6.1.34(Kadec-Fonf) dt X W w Fd 22 Banach 973 


间 ， ext UX c DK, oh K, 为 X* 中 范 紧 子 集 , 则 X LP 空 


Їн], 
证 月 ”出 定理 8,1.31 Xt 是 可 分 的 , 且 
U(X*) = co(extiU (X)), 
我 们 不 妨 假设 ,对 任何 n, K. U (QC) (否则 可 取 
Ki=K,QU(X")), 


ДИ e>0,e<l, e.\OGH MIST: 0), (EH K, 的 有 当 Ri: 


F.. 
& Wx =зир{] +e fo |f € Fat, 
V= {xE X, falsi Vs {Xr e Xt i Sl. 
à D НЕ x€ X, 
[xl x d CL e (1. 
H 
lix* is ix*l, Vx* c X*. 
Sets xe ix*i, Vx* € X*, ШЖ b. 否则 存在 x3 ЄХ”, 
1х1 = x8] 7 1,3 qn C X*", fis 
"CHR Eria EE ERN 
MJ 1-dxGoxlesl«Ixsl = 1e sog =1, 从而， 
lil = ПФ. = 1, 
HY 
U(X*) = co(CextU (X*)), 
帮 存 在 x: € extU(OXC, {# D.GD-1CEBE EX EUR SJ X* B 
RNP), # xic K,X RU #。 从 而 存在 g€ Е,, 


+ 338 + 


ё, 


Ixi-gi<—-> 
Ж 
[^C - 8, 
.因此 ， 
£s 
D(A 60g >G + ed(1- -®—}>1, 
由 于 
1012) 611, 
[Д4 


1 = {Фь[>®@((1+)&4)>1, 
HS х > ltl, Vx* e X*. 


WAY Ж, У? = со 0+ ae» F.), 应 用 Krem- 


- 


Milman 定理 ， 


ext Vic Ü CEEE) , 
LI 
我 们 有 
pm * 
ext V* = (ext V5 n(ü (tte) Е, ) 
n=l 


с (+ G2) AN 
nel 
事实 上 ,因为 X* AA, COL, w ur BE E 4k ER 
Qu) C Uc £ (1 + ey)F,, 
ш> x*, 

` пок BEETS, Pow, ny x € +F,,, fF A FETE (и 的 
子 列 (00 cfi vC CX (1 + 6,0 FL AT 

|x" | clim [vi] <1, 


BBC xt 1, A xt&extV*, л, extV*c- Ú (= Q* 6 F., 


. 084 9 


BUCK, WJ LP ug. EB. O. 
定理 6.1.35 LP SRN T SE BJ LP 空间 。 
证 明 只 须 证 对 任何 Banach 空间 X MATEM A 
ext (M *)C (Fla ife extU(X*)}. 
ЗЕ EER y* Cext U (M, E 
Ф A-i(x*cSQC,x*ly-y"*), RAB X* 中 非 空 w* Br 
POE, A i ext AS, SIL ext ACextU (X*) WR f c extA, Dh 
fCexiUcX D, а= y*, WEHE. 
定理 6.1.36 (Fonf) X; XcLP 空间 , 则 X 继承 合 co。 
证 明 ”由 定理 6.1.33 Ap, 其 僻 证 明 co + LP 空间 X, 
ES extU(X*) = (UE x25. 
3& 8,770, 6 1,6, x0, 4 
х} = supta + en) (xix) |), Vx€X, 
V = {x€ X; х1), V" = {x* exten, 
局 定理 6.1.35 证 明知 ， | i 
|x |< lz xi te) lel Vee X, 
lettel", Vx* e x*, 
B | extV*cc(* texto 
4 ext V* = {thha BHM ОН} EH 6.1.35 EBD. ЖЕ 


ho = w*limk,, x 
k 


Ду ВА 0<1. 
ШЕЕ 6.1.35 证 明知 ;对 X 的 任何 子 空间 于 ,有 
extV* cM) c Ukh. | uto 
其 中 УМ) = {sE M"; dx" lui), Ж X KE RETZE 
五 , 还 存在 fio, TE 
extV* (E) C (th, | gu. 
Ж b, BUE ext унала, 则 存在 SE X*, (niy. 
{6,,= £1},%, ME : 
» 386 。 


bah — >g, 


JAmilgl-1, B22-2JriBi ló, h. ГЕ 1, 


0. h. e [gs 
由 于 dim E« + co, tk 


BR | B: a alo 


[4 Eg! sl = 1, 
而 igi sa 11. 
FALTE nd 
extV* (E) C {£h [sy 
下 面 将 归纳 构造 (x0 ,5 = X. 
Rilal=1, BWA, |А, (x) | =1, Kt х,а, Bals 
х0 = 1, 4 Ers Га, х], 5 nn, 
extV* EJ C (hg, hug, 
JE x € TA, Hu], dx: =1, 继续 下去 ,得 (Ж) ners LACAN, CUR 
FX, ll Wy АЕ ВАЗИ] ЖЕДЕ. 
4 X= Cedras Vi = V* (X) = {x* ЄХ 1; he <1}, 则 
ext Vi= (tg) mc dux). 
由 (x,) =, ЖИ, 对 任 n, Sk, 使 得 当 ik Hf, g a) = 0,368, [8] 


前 面 论证 ;知道 车 ga — go, Wigle 
ТЕТЕ HEEF Y (Than) m1, Mia 


Sx та) |< + es, Vx* E X*, 
frs 不 是 无 条 件 收 OY. h Bessaga-Pelczynski 定理 知 


Cy GX, 
实际 上 ， 我 们 构造 Glix үт, 使 


sup[sup ( | Sons | 1 ,'U,. A= + 1}}<2. 


-. 336 . 


(aiat (nd |< +02, V2" EX"), 
Amal, WW nm. n 已 构造 好 ,使 
sup | em | <2. 
HFE a, a, at= 1 нй — 1, 08 
Heres] > Sema. 
EARE ma. Ub. 


* 
Ben = min {max{h>0; | апа + a sana 
atl im] 
1=i=<n+1 


| 


| А 


| Seo |) 


e ] iq 
Sup | => a 0:702 + Gan Ё атна | = | Zee | «2, 
L ILE H - | nem 1 
l<i=5s+1 


яя, 


a nr x 54-70, 使 
y = d 
sup | > an x, + Gaal Pan + Oni) TRI | <2, 
aa sis | 
ы Hes = бм + Bass 则 
ж 
sup | Уат + ааьан | «2 
TAL, [| 7-1 ; 


且 存 在 qt, EP A aft? =1 或 一 1,16 


[Sere |< [rms 


| 


我 们 要 证 明 总 mx RAPE. ILE, Hne 是 无 条 件 
Ж, 
Ф K= [Zamaa а= £1}, REK JB X, HRE. 
Aime = 1, G) TPH WR, K 
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KC{xEX lxl2>1). | 
下 面 证 明 对 任何 紧 集 Ac (z€ Xu х1}, Е No 使 得 对 
任何 xo Banc A, ti х= Хра, Ë (6.16) 
OSE E MUT Ga SERT Y Ий BRA МАМЕ Ых= Pb, 
任何 n, | А 
|, | co. 
此 只 须 证 存在 No 使 
ii [s |. 
TUR ge extV*OCO REM Ай), 
lal = (ех). 


Bi (LH ERA, 
æt = e (ху) = e (266 )< | Bia |. 


Pm ASAE xc А, "E i<M,, at N. Bay, 4 
ARR SEXE (Yn) an CA, fii 


1 
PE; 


y LA Ld il УСА, 

且 存 在 
(g;,) CextV* (X), (45,7 4, Men), 

满足 

Bin GO = Шу. 
Е g — > 8. 
H (g) aA PEA, Ва 11. _ 
Ні, 


1= [уьй = limiy = limgi (y) = £s (уо) xl», 
zr LL (6.16) E, 
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将 (6.1) 应 用 于 紧 集 К, 


Т Natl in | Ne каьр 
| T ape MX; | = | Sai “+1 тх; 
ur = 


SK 45 асе "s! RENAE От JE Jok AF bc Bh Їй. 证 
ш. 
ж “由 于 co RAPE BEM, И Ж, ARB 6.1.36 我 们 实际 
EMH Ф ХАР 2a, X BATHE с. D 
5128 6.1.37 Belew Jk X BJ ERI, 使 得 
Eat (x) 1 4+ оо, Vx* € extU (CD, 


nel 
DIE 
证 明 ERR RUE xo EXT, 及 t= S amo lul = 1, di 
Xp Ga.) 00, 
Н а= xta bic bus [4:1 «2K, dk K EG AM 
基 常 数 ,从 而 
Раљ] 


Pared 
jež (tl = | 3 ax" (wx) *«2K 2 |x* xol, 


i= Pm 
EBA Bix” GO | < oo, Va* Eext UX") if 
x* (1) —»0, Vx* C ext U (X), 
应 用 Rainwater 定理 ,得 到 
x* a4) —>0, Vx* c X*, 
这 与 xà (ua) 0-0 PANER., 
定理 6.1.38 dix. JE X IER 4E 3E, E. 

Sy х* (xy) |< to, Ух? € ext UX"), 
LI 


w c C X, 
证 明 П 6.1.37, Ge O AS ES EE А Gn es 是 X* 
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АТХ" Tt) = Sixt, WT RL 有 界线 性 算 - 
n=l 


T.H Te,= х;у, (Epeka h BARE. 
Ti Cees E ЕВ НЕ ЕТЕ, RT М, WJ 
La ehor әм. 
ABM Celos =c, AT Co Х, 
ROR IRAE RON FEE, WASIA h 的 正规 化 块 基 列 
[u= Ўсе zo fk) TuI«27. BE. GO fr edu. 


4 M = [us] I TU (M) д x* 中 相对 紧 子 集 。 


бд 
+ h,= Tu,= Daxi, 
in . 
у= 2j (sEnci)x;, 
Y= Ly ыза” 
h =halr, 


WY {Ул} я-а 是 Y 的 基 ， Ну, hA XE ZB. 
应 用 引 理 6.1.37, 容易 看 到 , (hn, YT 的 基 。 


A K.— x*cX*, Slx* (x, (х, [<m}, 由 假设 知 ， 


= G 

ext U (X*) < UK,, 

` ml 
A x* EKn WJ 
EIT ED (x) | «m, 
X x*|;c Y*, 从 而 

x*|ys Sa* Gh, m 
s-i 4 
X B 
X 
i 


Ў) л" (yh, = TEx (y )u.€ mTU (M) 
n=l n=l 
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因此 ， x* | y= Eu) i € (mTU (MD) |y, 


我 们 得 到 ， 
ext UC¥*) c ix" uy x* € extU(X*) усан зате Uk. 
tel 


c 


acer 


K 
(x [уз x" € KJ U (mTU (M) ) ly 


cU (TUUM) |; 


mri 


由 于 mTU(OMD |, 是 了 * 中 范 紧 子 集 , 应 用 Kadec-Fonf 定理 ( 定 
H 6.1.34») & Foni 定理 (定理 6.1.36) 知 ， 
c C Y, BA c C. X. TE, 
定理 6.1.89(Elton) 8 X Æ Banach 空间 , 则 
Cot X &— tE fil GC X, fie 


Dlx" Go |< +оо, Vx C extU (X, 


We, 是 收敛 的 (无 条 件 收敛 )。 


证 明 # c C X, Ш с, 的 自然 基 {e,).2 BJ ЖЕТИЛДИ SUR TE 
足 人 很 设 条 件 , 故 充分 性 得 证 。 
B 2 EXE GG СХ, 使 


x хх) | < + oo, Vx* C extU (X), 
nel 


f. 是 发 散 的 。 


我 们 容易 得 到 一 列 1y,} 训 ,使 
iy 122220, Vn, 


Xie (o ] X too, Vx* € extU (X 5, 
利用 基 序列 构造 方法 (注意 到 
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S xt (у | < + оо; Vx* € extU (X *), 
nel 
x= tx] =вир{|х*(х)|;,х* ех?) р) 
WYSE y ЛУ TES {у}, 它 是 基 序 列 , 仍 有 
Xl х* бу.) |< +оо, Vx* € extU(X"), 


02220, Vn, Tf a= 07 是 正规 化 基 序 列 ， 


m i 
E Ўч а) | < co, Vx" € extU(X*), 
emi 


应 用 定理 6.1.38, 1 C X, ЕФ. 
i Fonf( F-2) E УЕЛ 
(1) # apek, {x} CX d 
sup|x*(x,)| « +00, Vx* € extU (X), 
期 supix,] « + оо; 


反之 车 区 的 每 个 可 分 子 空间 Y, 有 e CY. WX LES the 
x20 RA GO CX, 使 


sup| x" (x) |< + oo, VextU (X, ll D, 
18. supl|x,| = +оо, | 


(2) = cc X, {wba OX, E 
x* (x,) —>x* (x), Vx" € extU (X*), 


Kj X,— >x, CT 
关于 LP SAH ASE ARM LP 空间 见 定理 6.2.4, 


82 l, KAL 的 空间 


h 弟 重 要 的 经 典 Banach 空间 , 它 具 有 许多 特殊 性 质 , 其 中 一 
部 分 我 们 已 经 证 明 过 ,为 了 便于 参考 ， 我 们 将 这 些 性 质 一 起 归纳 ， 
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.着 再 证 明 若 于 另外 的 竹 质 。 

OQ) h Æ Prime 空间 (定理 1.2， 6; 

《2) 五 的 自然 基 是 有 界 完备 的 .并 不 是 收缩 的 

(3) 五 A RNP,KMP.( 推 沦 2.3.9)1 

(4) h Я Schur 性 质 (从 而 是 DP 空间 ， 也 是 w 序列 完备 
的 (定理 6.1,11); 

(5) h 不 是 Asplund 空间 (定理 6.2,1)， 

(6) Lh HE wBSP (定理 6.2.2); 

《7) LIEBER (从 定义 直接 可 得 )} . 

(8) h 没有 无 限 维 自 反 子 空间 (由 于 Schur 空间 没有 无 B 
HARTZA i 

(9) „юк я A BA A f 定理 
6.1.20); t 
(10) ПВ LUR 空间 ER. 2. Bp STU 

QD Lh 的 每 个 严格 西子 空间 是 MLUR GEE 6.2.7); 

02) 每 个 可 分 Banach 空间 是 了 .的 商 空 间 GE 理 1.1.5)# 

《13) h 有 一 个 无 限 维 w^ 闭 严 格 凸 子 空 间 (定理 6.2.4), 

Q4) Lish) =l), (定理 6.1.19); 

(15) H J& STA MI SEES [S] SSE — UE RO 

(16) hÆ Sh. 空间 (定理 5.4.3)} `. 

(17) ITEL, l), ET RARE (X(Delo; = 

(18) ХА RNP ЭНЕ TELL (00D DO APS ЖОШ 
过 五 空间 ОЕ 2.3.10), (n 

(19) 五 具 提 升 性 质 (定理 6.2.10), 

(20) Һ 不 是 Polish 空间 (CEM 6.2. 11), 

QD 1 有 子 空间 不 具 AP, 不 具 基 《人 参考 P L-T- D» 
P.103), 

下 面 我 们 给 出 上 述 性 质 的 部 分 证 明 。 

定理 6.2.1 1 不 是 Asblund 空间 。- 

TILES 


证 明 HPUX, ml. ФЕ АМР REREH, ГЦ 
RNP 空间 的 子 空间 具 RNP, 而 с, FA RNP, KL. FA RNP), 
НЕХ 6.1.4 ÆA, h 不 是 Asplund Si), WE. 

ЖЕ 6.2.2 1, Н w BSP, 


证 明 BREF ACh, 90,9] x50, 从 而 由 下 
38 5.4.9 An, l.3x—20. 证 毕 ， 


šE ”由 这 个 定理 证 明知 ,任何 Schur 空间 具 e BSP, [] 
引 理 6.2.3 i5 E R LB Tg, EJ Pags Bp 


对 任何 两 个 线性 无 关 元 x= Pues, у = Sye, C ,存在 w, fE 


x. y. 0. 
证 明 容易 看 到 Banach 空间 五 是 严格 凸 的 充 要 条 件 为 对 
FEM PGP REET х,у € E, Bx у|< xl + lyf, 


Ë х= Sue, 
у= Ee € E, 
Ec, y 线性 无 关 ， Ixtyl=Sixtyl, lel=Blal, 1yl= 
Dix). RIIA 


> [w +y. e La + Sly! 
24 BAR FETE т, dË xy 0, BRL Vn, xaya >, M 
5 |х, +7, | = Х| х, | +5 y|. 
反之 ,车 存在 fis, 使 x.,y. < 9, jj 


[Xn +y] < [x | + EAF 
[i 
Dlx. tl Dx) Ml». 
жы] nel nel 
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Arb. 

EXRE.2.A FEL we Bm ET. 

证 明 А БИНЕ НЕВУ (т, 使 得 

Sear. SA< too. 

将 自然 数 集 N 分 成 可 数 个 两 两 不 相交 的 可 数 集 (Ny) л, 
& 下 :N 一 >N RH, EOF BERT Na ҺЕ Na EEN Dag 
一 个 1-1 映射 。 

5 йл = > 2-FtiwYe,, 


= = Рт) 
s „22 рсн) ён (6.10) 


BABB, ET CA Pa, 使 
> | Аһ | < + со, 


P2 | = р! Аи! , . 
[Sasol = ABl Aiala (6.11) 
5 = Bett 0 Dorin (6.12) 


其 中 beggi, 
BABB, 
supp(g,) Пѕирр(&,) = N,,,., «m, (6.13) 
其 中 supp(gp = fn; g = Žene, i= о}. 
ZW. Ж (айд El, Wy 


POLI NE xx 2-*5a.ua + 6 VUA ) 
Pista 


tel п+Ё-1 


|È as. <> Га, е, 14 +A Sl а. = $3i«l. 


+ 345 * 


|5 a4, | = E 2 tasta + PF а БЕ jum | 


> 到 | 27a 


5 
8531021] 


2 1 — 86A) È la, = iXlal (H (6.11) у 


оя. ) 2 a= (е, m B. &.— 0, 
令 五 = Cga liis ТЕЙ x = Уе, у= >b, g. E Е, x, y 线性 无 关 ， 


多 存在 р,а,рР<<а, 8 
b,- a,b,60, (6. 14y 
p IR жерий (eO НАЗЫН И-ТЕР No 的 项 ， 


ta- б 
a,2 P pa-p t s q-1 Upra- ву 


b2 bags + b, q 8 
具体 写 出 即 为 | 


PI 
2 (q "+ — LL 
MC ^ g- 1 


Ves- 
l 91-е 


„тө Bea 


(b, 2- c aby 一 — )2- Fe ee 
m. "дер 


Hy (6.14) RB (тк; nEN 在 实数 集中 稠 , 必 存在 
mE N,, ,, fE 


| (a2 «^ жа, 4 d 1 ree (brin > г? 1 

НЕЕ 6.2.3 40, E 是 严格 凸 的 。 | | 

下 面 证 明 E 是 w* i, $G-(Otg)an, Кес (G), B 
Krein-Milman M, extKc (sg, pa :但 


гн), 


6.250, 
Н (ОЕ), w) B) HE Re 4E, BE 
ext KC( +, = G, 


+ 340 = 


BUT, 3 RNP, i 
K=c,(extK) = 5-55 (С), 

这 表明 co(G) 是 w* 闭 的 。 X HUP (GO уле (е, BEE 070, fit 
Uste E; ДЕСЕ 


CBR AE т, М, 8 
m3 |a,|<|Sag,|<MBial, 
# x= Za,g,€ E, |x|<m, 


Xia <m (а,в, | mitt 


及 而 x€c (g) 22), 从 而 50 (E) Eco (G) CU (E), 0006) 是 
чое DUO Mcr Н О CE) w* RAG, 由 Krein-Smulian 定理 
(SFPA DPD Е ж ш" 闭 的 ,证 毕 。 、… 

推论 6.2.5 cc AMBROS. ， 

证 明 WR Ec X*, E E br ш" 闭 的 , 则 

-D'C E* = E, 

REAM KOH, WARES YOE 是 光滑 的 ， 应 用 定理 
6.2.4 即 可 得 co 有 一 个 商 空 间 是 光滑 的 。 _ | 

‘HEE 6.2.6. LP 空间 的 商 空间 不 必 古 LP 4 空间 。 

证 明 32 Х-с, Hoe/LE WM, Heh E 393888 6.2.4 中 
Lh Hy w* ARE Te, 

定理 6.2.7 dE E Rn OTSA, 

E рну <> EEMLUR, 

证 明 ” 只 须 证 必要 性 ， 实际 上 可 证 明 若 mEext U GE Ж 
x; € MLUR-U (E) CUCE) 的 中 点 局 部 一 致 凸 点 )。 


x)= Хае Е, mEext UB), Rit, ik а, REUE) 


的 中 点 局 部 жил д, MEE 
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и. = Spe, 


1, = Dae * 
t= 


使 lim| 1, | = limfo] = 1, 
iT Vs 
Н. 


inf |i- o| 70 


GE (225, (0) ea CE), 
由 于 xs € extU (E), BCs) Sas GO ZA rd Bob SUE PI. 
ЖЖ J. BR. 9: 2 [Bj PRE E 9 33s CME RIE A, FEB 
然 数 的 子 列 Ou) 30 822-0, HBA EE RT. k, A 


Š |рг®\>б, $ laf". 
icta 


i=k+1 
Ж ko 使 得 当 ko. 时 ,有 
PAESE Š А Iv. 1<1+ 5, 
HOH kk 时 
X lpri<i--$-, $ euer. (6.15) 
355 —JH 8i, x4 TE k, 


i * А " k 
32 | pit + Ф] = 5141 


SEHE |x| =1 Я, limt 51127 +а*| =1, 这 与 (6,14) 式 矛盾 1 证 
Ф. . 

A 6.2.83 L 没有 无 限 维 LUR =u, 

证 明 d E EI RATS, WE 含有 一 个 “几乎 不 
相交 ?的 正规 化 序列 Ge „т, 
. 348. 


lim |x, X x,] = lim Cx] + fa = 2, 


这 与 LUR жул! ESA LUR, ТЕР, 

t LL ESR (К-Е-2), [T] 

下 面 我 们 证 明 LG Е, h RAR REM 
质 * 即 提升 性 质 。 

定理 6.2.9 S X,Y M. Banach 55, HFE SEL(Y, X), 
fi SY = ХО), ДЕ TEL, X), FE TeLad,v, 
使 ST-T, н 般 地 如 果 S ERRER CHE TUO: =U¢X)), Ж 
Xe), пж ега, ү), # 


Ifl + otl. , 
证 明 Be Ce) en ah BRE, > Te, = x. va ^r 
Vn, 则 T( Ba,e,)= Danses Va eh. B h x 


suplx,|« 1T]. 


由 于 $ 是 了 BX LURRR 5 RSD, HURTS 
至, 存在 Y 中 有 界 点 列 Cy) nets 使 Sya= x, Vf, 2 | 


& 1а.) = 3». УЎа,е, El, al 
Sf(Xa,e.) - s(X a,y, ) = > a,x,= т(5а.е,), 
ү Dae.€ l, € ST = Т. 


X 8 AAR, 则 对 每 个 £720, 可 选 (Y ners 使 得 Sy, = xu Н. 
1»! ж Des ECL +e), Vn, 


POHE Žane, € h * 
^ = [ - c9 б 
|f (5ае.) = i34.» |< (а co sup t». pte. 
nme] il n-l u т Rel 


RITI<a+e (Tl. EE 
定义 6.2.1 Banach 空间 Z 称 为 具有 提升 性 质 ， 如 果 对 E 
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何 Banach 空间 X, Y, f£ SE LO JO, t SY =X, k (É T € L (Z, 
X), T ELO, Y) diet T=ST, 
注 CH 6.2.9 RW ARAN, KARR ЛЕНЕ 
Ж”. П 
EE 6.2.10 2; X AS Banach Si], НЕ. W 
Ха, 
证明 ”二 为 每 个 可 分 Banach 空间 是 的 一 个 商 空间 , ШЕ 
h Qx:l— X NER. & Iz X—X 是 恒 等 
if AR, H T X 具 延 拓 性 质 , 故 存在 In: X—>h, 
使 Ох1х = Ix, ШІх E X BLP ee ОЕ 
ax TEREX, fxd = Heel = П Гоу <I Pex] < 
Ix RI х). 
Ф, Lh 一 >IxX 是 L LARE СГ = LQ), HE 
+ h 是 prime fa, ЇХ ls 从 而 Ха, Wb. 
ж 由 定理 6.2.9 的 证 明 可 知 。 对 任何 DID EE SEE 
Ж. Kothe(Ke-l) 也 证 明 若 Banach 空间 区 具有 提升 性 质 ， 册 
Xe) 3324 Г, П. 
XE 6.2.11 h KH Polish SH, 
证 明 ”由 于 Polish 228) X ot er JJ X* 是 可 分 的 。 证 
下 面 , 我 们 对 含 忆 的 空间 的 性质 进行 讨论 。 
-BEKT LX (ER 1 C пуз {н] Эт, EL 2245 ARH 
丰富 的 结果 。 其 中 ,最 重要 的 结果 是 Rosenthal(Dor) EM. 
定理 (Rosenthal-Dory 
COD 270.) 2: Banach 空间 的 有 界 序列 , 则 
RA: OA TL SO tars ЇЙ VD IG, 
或 者 : Сх.) FE FFM (x, Sis E Gn) EE w Cauchy 的 。 
(2) žr X # Banach 空间 , 则 
- Lk. X> X BRA EA] (хо TTE G.) 2, 使 
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Ох 


Cn) E w Canchy 的 。. 

Xx 1 对 实 Banach £ Bl, "TIT Rosenthal жиш, 尔 
. É,Dor 将 Rosenthal 定理 推广 到 复 Banach 空间 , O — 

注 2 Banach 2 8 X HER ARH w KEE 的 (w СС), 
-如果 A 的 任何 子 序列 有 w Cauchy #/ Я]. Bx. хато Eg 
š h r XeUQo£ o CC, O 

值得 注意 的 是 对 可 分 Banach ex Qn U (X), w")) BR 
-可 度量 化 空间 ) 和 一 般 ( 末 必 可 分 )Banach ZRA h 的 特征 略 不 
190. 下面 烈 出 的 特征 ,分 为 两 种 情况 ,注意 可 分 情况 的 特征 在 不 可 
分 时 不 成 立 ， 

我们 仍 采 取 先 列 出 这 些 特征 及 性 质 ， STEREM, REY 
其 中 的 一 部 分 。 

J PX E Banach 空间 ; 则 TFAR，. 

а) hq. X; 

(2) X 的 单位 球 是 ш CC ( 即 X 的 每 个 有 界 序列 有 w Cauchy 
于 序列 (定理 6.2.17); 

(3) Li-X* 《定理 6.2.20); 

(D L, KG ЖАХ  GEX 6.2.D (B-R-D BRD 
证 明 LG, RA Хес), 

(Б) CF0,1]d..X* (EM 6.2.21), 

(6) L, X®) = DP dy, X*) (定理 6. 2.20 

C) X RAHA ó-Rademacher 树 E 6.2.4) Gz E 
6.2.23); | 

(8) XU 中 每 个 e" É ЖК, Ж. Ke Eext K) GEN 见 
Du-1); (7 

(9) &4 TELOGLO, T 映 有 界 列 为 具 a, e KATA 
Z| GEH 6.2.24), 
с ао X* 值 的 每 个 一 致 有 界 Martingale (fay хә% Pettis- 
Cauchy 的 GEW 6.2.22); — | 


| 
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(11) 对 每 个 X MAL OCTO AA, АЯНА Martingale(f,, 
Za), 存在 f2[0, 1] —>X, 使 得 每 个 x" e X** 有 


x" *f. cO FFD, 


{定理 6.2.25); 

(12) X* 具 wRNP GE X 6.2.2) GERK Du-D 

(13) 对 每 个 x*”"EX LX IUS w" ARM att] dE 
— PEA. (5-5-1); | 

(14) X" MEP ARE А ЕТЕ СХ", оу w*dentable, GE. 
й 6.2.3) (5-5-1); | 

(15) X* 的 每 个 有 界 集 点 是 和 * 古 量 dentable (定义 6.2,4) 
(5-5-1); 

46) ESHA L UX") wt) — UX), LD Æ uni- 
versal 纯 量 可 测 CAINE QU (X D, w*) ESRACG IB IER Borel 测 
BE z, 8 xU € X** 是 р 可 测 的 ) (证明 见 Du-D ; 

(17) X* EREM GEM 6.2.5) CHEN E Du-1)., 

(18) C, (X, Y) = CG... (X, Yo, VBanach 空间 了 (А-р-В: 
-D. GE: C, = UX— Y; fio 是 ш— 151 ERB, VAR E. 
ВХ}, С. OY) = (fi Хз d w- | FEIDER 

(19) FE YOX, B Y а, ВЕСУ, BD 
Bk G 可 微 性 刻 划 紧 性 (定义 6.1.6) (B-L-1); 

(20) DP(X,Y) = K(X, Y), VBanach 空间 Y (Ro-2); 

(21) L(Y, X*) = DP(Y, X5, VDP 空间 了 (Em-1l); 

(22) 对 任何 KCX* ibm. lim sup| (x, x*? | = 0, 其 中 


(x) CX, x,-—>0, 


则 K 是 相对 紧 的 (Em-T) 。 
定义 6.2.2 12(0,2,0 24 RSE Si, Banach 空间 - 
X 称 汶 关于 (Q, Z, и) AwRNP, MRE Bp z É Pb, 有 
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界 变 差 向 量 测度 D, 2—X, 存在 一 个 w MW BH fs O—>X, 
使 


x*F(E) = f "reyd VEE X, 


Banach 空间 X KAA wRNP, WR X 关于 任何 有 限 完 甸 测度 
空间 具 w RNP, 

注 1 —4 w WEE Р, 0—9 Х, KH Pettis TRH, du 
EM ХСХ, х СІ, (ш), AME ECL, HE xG X, de 


x* Gp = | "fan, Vx*cX*, 


此 时 记 x= (P) | fau, RARE MIRAE OR Fw ty Pettis 
“E k". [D] 

#2 Wk X Tj, D wRNP<>RNP, k D iF BH 
X E wRNP«—X X +([0,1J,.Z, т) o ВМР, (Ta-1), [T 

ЖУ 6.2.3 ХАТА А ШЕ (X*, wt w'den- 
table, 如 果 对 X* 中 0 点 每 个 to BV, TEXE À BJ w* JT Slice 
CI HOS = SCA, х,а), f S- SCCV, н 

SCA, х,а) = Ix* € A; xt GO 79 supiy* G),y* CA} - ay, 

XX 6.2.4 X* MUS РЕ A 称 为 wt Oe dentable, An 
Sog 67-0, 每 个 x**c X** ee AH w* FF Slice S=S(A, 
х,а), 15 O(x* *, 5) «e, 其 中 | 

O(x**,S) = supix** (x*) —x**(y*);x*,y* CS), 

ЖУ 6.2.5 Banach Zi] X nj iEJUMO, 如 果 对 X 的 每 个 

ARRE ART 2220, =n 及 A 的 sliceS,--,S, 18 


diam 一 (S, Set ESO «e, 


5EX 6.2.8 Banach 空间 Y BA Y PRAT Е 21 dl 
RE WR Y ФЯ K 是 相对 紧 的 当 且 仅 当 存在 xEY, 使 得 
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‘lim sup | Jet -tal 存在 


5-0 Y EK 


FEM 6.2.7 1-1 FARRER T1 X —9 Y HY G, RA, W 
SM X МИ MERA А, TAR Y 中 范 数 G, 3, К $K 
AG, RA Y. 

Y # X RUD Banach 空间 ， и: ТЕАЕ, 

S(D hd X; 

S(2) X=*= X** (EM 6.2.25), 

S) U(X)7* = U(X**) GEM 6.2.25); 

S(4) Card X = Card X** GEM 6.2.25); 

a ЗО XMM ARE SEA, ÀT AT. GEM 6.2.25); 
S(6) Xp X** 的 任何 有 界 子 集 AL At. Де, (GERBRG.2.25); 
SC) X* Bio tee (BD X** 的 每 个 有 界 序列 有 w* oT 

序列 )( 定 理 6.2.25); 

508) Һ(ГУЧ X*, VR WR ГОН 6.2.25); 

S(9) [0,1] d. X" GE 8 6.2.25), - 

S0) Vx**c X (0), 存在 x, € X, dit 
{х** + x flax xÍ. 


XRo-2) ; 

SaD Cr0,1Je X/M, VMCXCEB 6.2.20; 

S(12) real BCO, 1) 4 .Х*(Ре-1) (GE r4CCZ[0, 1] 3 
AIO, 178 Borel + # t с 代数 上 的 一 切 有 界 变 差 可 煞 可 加 测 
Pr | 

©(14) 每 个 х**є x**, fü w* жт AcX*, хе, 有 一 
个 ow" 连续 点 (定理 6.2.5). 

观察 上 述 特征 ,我 们 发 吏 可 以 将 它们 分 成 四 个 类 型 ， 

(D Banach 空间 的 拓扑 性 质 及 几何 性 质 ，; 
| (2) Pettis 积分 } 
(3) BO HE 
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(4) 算 子 空间 性 质 。 


BR AX Н RNP 一 >1 C, X, 为 了 更 好 比较 ， 我 们 询 册 下 


X HR Asplund 空间 
等 价 于 下 列 条 件 
(1) X* B RNP 
(2) X* A KMP 


(3) REAR Ó Hf 


(D 
(5) Lda X*) RL, 
X*), 

(8) 每 个 TELOGLO 
dé a.e RCH PRE, 

(7) 每 个 L-O* AR 
Martingale(f., 2.) 5 Bo- 
chner-Cauchy 的 。 

(8) 每 个 LX RI, 
一 致 可 积 的 Martingaletf,, 
Z2, FE };[0,1]—>Х*, 
ж EE (0,13, 使 


gCo, IRE) =0, E. 
9-р), VICE, 


(10) X* 的 每 个 有 界 集 
是 w* dentable, 


і, Ф.Х 
等 价 于 下 列 条 人 性 


(0^ X* д oRNP 


(2) 对 XE ot ЯК, 
K=co(extK), 

GY X* Ж EE A 6-Radema 一 

cher fs. 

(OD £,£0, 1] ¢b_X* Е 

C» LL X*) = DP(L,, X*)5 


(6)! FATELA, LOW A. 
FPA ace ЗАЈАК]... 
(7)! 484 L. (X*) 有 Ж} Mar- 
tingale(f,, 2) Jt Pettis-Cauchy 
B. 

(8! 每 个 L, (X*y 8 RR, — nj 
积 的 Martingale (f,,2.3, E 
f:(0,1]—>X*, ФМ 

“8 * € x**, ` 


x**f () S OT 


(0) XT» 
Cauchy FF]. 

ар" X* WEP ARE BA Ж 
EA, w) ft w* dentable, 


"e 458 - 


(11) QD/ X*HIAR PAE T fA 

| w* Aii dentable, 

412) (12)? 3j fg xft*tcX"* 及 X* 

ijf ъ* 紧 凸 集 C. 
dat; x** | c. XE x* HE BD 
NextC Jk extC Hwt G, fi, 
(13) (13) fg + x**e X** d X* 的 
每 个 w* ER A, xta 有 一 个 
| w* 连续 点 。 

ii TC L(X,L. KH а.е x, 如 果 对 每 个 e>o(0<e<l), 
жж ECE0,13, (f£ m([0,1NE)<£ E x xaT X X 8| L. 
内 的 EF. П 

我 们 再 列 出 有 关 会 4 的 性 质 。 

(P1) ld" X*—9X АЖ А (о) Жеф... CEH 
45.2.27) 

(P2) Wt X 33: Banach 空间 , С. X* АН «т 
ОДЕ yf (Ж Ceu JU lC X, (REB 6.2.28), 

(РЗ) dE 于 是 可 分 Banach 空间 , 则 m 

ld X" <=> p X/M, VMCX 
(Ag $i 6.2.35). 
(P4) # X 3235 Banach 空间 ,出 
hC X= skt l CX; 
或 者 съ ХУМ, WRT MCX 
{定理 6.2.36), 

(PO) # X ETR AE Schur = ËJ, WX RK EL (定理 
6.2.37), 

(P6) 4 X + Polish (Banach) 空间 ; Wb h aX (定理 
6.2.38), 

(P7) LG +X* — X* AEA PEERED (Со-1), 
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(РВ £Y, lh XY >, Ф.Х 401-1), 

下 面 开 始 逐 一 讨论 。 

先 证 明 著 名 的 Rosenthal-Dor 定理。 这 个 定理 的 证 明 FH 
用 组 合 论 Ramsey 定理 的 ， 也 有 研究 Baire 第 1 EAH Н 
我 们 给 出 前 - -种 方法 。 为 此 , 先 引 入 着 于 定居 及 引 理 。 

EN 是 下 整数 集 ， 

OD # ММ WSR, 记 [M]= 1S,SC:M, Card S= 
+оо), CEA (т) ЛЄ [M J, RN BUE mimis. РЕЩ), 

(2) [MI = 48,SCM,CardS< + co}; 

QD [M], s On, m, mom € M, 1<i<k, E. 

fce xL) 

(4) W AC CM T^^, МЕГА], ic 

A4M]I-(LCUN], A JE L ABE, H ZNACUMTI, (Bp 2 
А = (m. no, V] M ROC (mn, mu is, n), OR CMa, 
тз ECM), 

# meN, MECN], Н m>n,, Vm c M, hid 

aM = (п, M), 

(5) SINISH 2" = {0,137 ETR, 2" 中 乘积 拓扑 限制 ЛЕ 
(NTL т. 

注 1 #(M, A CUNTMCUNJ, lil 


M,—N SERYHEMEBRR, dns Y n>m 时 ， 
M. kx küxbAR5MkÀ ЕЁ КОЛЖ AERE. C] 

E2 形 如 LN) P ACIN) 的 集 是 т. D] 

(6) #ELNJ Eg| дъ* +R, ИМ, K RA e [N1°°, 
MECN), 59 ЖЕЕ JR SERIEN Е w* 拓扑 。 

注 FA rw? ded. O 

定义 6.2.8 一 个 集 Y CINJ] 称 为 Ramsey 集 ， 如 果 对 一 切 
ME rN, {ЕДЕ LeLM), t49 | 
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[L] S; 
或 者 [LISON NA., 
ЖУ 8.2.9 it ACIN], »CENJE MECN], 我 们 说 
M XY HS А, 如果 [M JC S, 
M 关 于 .wz 反 射 和 ,如 果 对 一 切 工 ELM], 天 RF AREA, 
Ж +M ARTXdXoOo,NUMICaA,[] 
古典 的 Ramsey 定理 为 
定理 6.2.12(Romsey) Ф. СГМ1,, WFE MECN], 使 
49K 3L MDC, Be AIM ,— EN No. 
证 明 Ф m € N AER pu, 选 M.C [N], ft dH mcm, 
VmcM,H 
(а) MB m, m) sme My} co 
(b+) Raim, mime M }CINIAS, 
CE JE (Om, nm); n mi}, > 
A= Umm) unc a (mi, n) E), 
Bzsíiim,m;nnm,0n,n)&s 
Jj A.B 之 中 必 有 一 个 为 无 限 集 ,例如 A,> M = А BIRD. 
от, MO IRR, HE Omp m); m C M yC m, 
Жош, MOAR, П {От,,т),т6М }CENI AS, 
了 m€ Mim, mi, 再 选 M, C ГМ], MiG RA Cn, Ma) 是 : 
“好 ”的 ,或 者 On M.) AIR R, EDO Т БЕ, 438. 
(On, Mi. 
4 l= {ilmio МОЛЬ, T, = il; Gn, Mo 是 坏 的 } 
1.1, 中 至 少 有 一 个 无 限 集 。 
5 1, (0 38 HE 是 无 限 集 ! 
lL 如 果 T, BAR, 
М ={m;i ЄТЇШ MC [NJ]. 
#I=I, ШЕ (т, Мое i, АШ Mia ELM: JA. 
ГМС, И - 
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P l=, WA mi, MO is же”, Н Mia CMJN, 
IM],CON].\.%, EP 
ж ”组 合 论 中 的 Ramsey 型 定理 在 Banach Bie 论 中 有 
广泛 上 应用。 例如 Brunel & Sucheston (B—S—1>#] J] Ramsey ж 
理 证 明 对 任何 Banach 空间 X HEP AREA Guo AF A 
x.) 20 lk ЖКА EP Caii, 每 个 e20, Re a, £ fon RRS Ih 
:时 ,有 
Нах„,+ аг, + + tidal ~ a| e, 
"GER T P (z. KH spreading #) 
Odell (Od-1) 利用 推广 的 Ramsey 定理 证 明 每 个 Banach 5x 
MRS с, Xm lxx ed DPP si. П 
BDE 6.2.18. ЕЖ MCN], WME MECN], 存在 
-LE CM), 8845. 
GO 或 者 工 关于 . 史 接 受 工 的 一 切 有 限 子 集 ! 
(b) RA L 关于 好 反 射 工 的 一 切 有 限 子 集 ， 
TEA] EEE LEM), TEL XT Фф, WLES, 
Aq L X: Fara L 的 一 切 有 限 子 集 。 因 此 ， 不 妨 假 设 对 任 何 
LEIM], L 关于 w FRZSERO, AON ESI LEMI, 存在 
L € LL), fii Lie Z, 
我 们 要 求 存在 m M K MLE CM), flf 
М, Xf т). E (8.17) 
RUE: Уп C€ M.N C [M1,# N. ATAU), 则 存在 
N ECN tE N, X sf Bin}. 
© nmCN;,n-n. Sm, No IRE NEIN: 使 
-Ns жт Ан, BR, Ny 关于 .接受 {m1}， 继 续 下 去 ， 得 
{mla ELM], NECN], t13 
N. € LN:)in; € N; Na a Ë KF ARS, no, 
ER (n. Qi» TH ж. € Ni uz 2€ Nas 因为 Ni AYER 
1 ni» AOD LEL. Н+ 
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EGQY);Z,] C, 

[ELE (п, € LM d, K о). Xp BEES Фф, x HB X 
J! Be (6.17) or. 

ЕҢ (6.17) ЕТЕ. ERA Cm) Mec CMI, (EXE 
—W Flom) LM RF MRS Е, MFE Mia € [ M.J, 使 

Thx Hs, 

且 存 在 M,a € [M], 使 得 

М. KAN BY Om EE UA Bi f ОЕ. (6.18) 

事实 上 , MAN (6.17) GER], FED pa € Mal, 使 得 对 
每 4 nkel, WKF AMES PULA, 对 某 个 固定 
F.C (т), 

HITA, HPAP, # F,= F, Va>k+i, x, 
ЧӘ fa XT ow ЖОЕ RING O) -ro 的 子 列 记 为 
(Df). xx M, 关于 SORA F. A ae (6.18) m vr, 

H (6.17) 和 人 6.187 4, 存在 Gn) 71, 对 任何 k, 有 M,c [M], 
使 各 对 一 切 FC (m)k , M, X TIS. 

А M= {т}, Won) KF ISI от) 0 的 一 切 有 限于 
Ж. NOE EIC ON, e moo. Mm: ETA ROM, v mas, 
BHE, Muns KEM BE On mios JA Ono Z, Z XL 
射 (p o mi), HFE, : 

定理 6.2.14. FACEN], Siw FR, Д E Ramsey fi, 

证 明 4 McCEN 1,145] 88 6.2.13, fee Le LM 3, fE 

(a) RAL KP AMES L É) —VWUWmTÉS. 

(b) mid LRP MRS LO- WAR 

ЖІ ЖТА ВЕЕ Е, UL 的 任何 有 限 子 
集 A, CLIC sZ, AW LL lC sZ, 

车 工 关 于 < 反射 工 的 任何 有 限 子 集 , 如 利用 < nk ow* J 
SU.LLICUN TN, 事实 上 ,否则 存在 PEKING, HFA Ж 
ш" 开 集 并 且 Pes, Н, TE ACLPY" M,ELN], fl 
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Pe “Мус, 
从 而 ,有 «Рос KP Та А, RA PELL АБД}. 
WN K, УГ Кра JS W T RCE PE CLI, 
P 3 Z JS 3k Ж AA AVE, 
推论 6.2.15 XE CIN], jk w* AS, Woe Ramsey 
集 。 
WEB] 由 Ramsey EV, AF Ramsey 集 ， 当 且 DU 
[N NZ Ж Ramsey $. 结合 定理 6.2.14 即 得 证 明 。 证 毕 。 
注 1 -- RACINE KS Ramsey Ж, 如 RH — E 
AcNj^",—u MEIN), Ek LECMI, HR 
(а) 或 者 ALICS; 
tb) 或 者 ALICINI\ SA, 
一 个 集 sYCENI] 称 为 具 w*Baire 集 , 如 果 A BED w 开 集 与 革 
Aw Л. 
Polish 空间 О 中 的 解析 集 А 定义 为 ; 存在 某 个 Polish 空间 
了 及 连续 映 象 1.Z -一 >4， 使 2) =A, ВА BIE Polish 25 
HRERS. ATNI ту Polish 空间 , AET EXIN IP r 
ЖЖ. 
ИИВ РУКА s (Оа-1); 
THR т wT ше 
N 
т Borel #—+w* Borel & 
т REH oe * Baire 2 
Sod Ramsey a 
Ramsey & : п 
i2 ЖУЖИНЛ АЕА СГМ) Ramsey Ж, distr 
АМ.) „се ALINIA- ARF GHP C 为 连续 统 )。 对 а 个 w< 
C, HAAR Мі, M2, tete Mi, MZ 是 [CM ] 的 不 同 元 ， 且 它们 与 
一 期 Bai Mi М7, So = (Mie BR, SPH Ramsey 
| « 361 = 


Ж (BAe МЕМ], M=M,,, 对 某 个 acC, Wey Lc 
[M] CLIP & OM Lace H UE LM ace HX. C] 

ТАЗЕ ВВА Rosenthal-Dor 定理 的 证 明正 题 。 

引 理 6.2.16 (À,, В), 是 某 个 集 S Ву РЖ, 使 
AiNB=P, Vi, RRR GET r Вл, 使 得 对 每 个 
568, 

Re lim x, = 0; 或 者 lim х (= 0, 


Ju FFE 个 无 限 子 序列 (Aj, BO a, 使 得 对 J 的 任何 一 对 不 相交 的 
有 限 子 集 (c,6), 有 
(NAD n (NBDE, 
Ж (Ay Bp jes ES 的 一 对 子 集 的 序列 ,使 得 ANB Ф, 
Vj Hat J 的 任何 一 对 不 相交 的 有 限 子 集 (c,6)7 有 ， 
(AD ППВ) + Фф, 


(А, Вр, ез 中 Bool 独立 的 。 口 
证 明 РЕН, В, = - А, 


& P= (Me См, MACO D'An ohm 则 对 任何 &， 


FA, E w* pii. X m = nz, 是 w* Wm. PED 6.2.1551, 
. @ Ramsey 4, 
{М (n) CN; HAC DA b, VEL BEE L= 
imn. e EN), E ГС, ЛСА, 
Bim. LICIN? ЖЕЕ. 事实 上 由 假设 
ЖЁН, Ls im, 在 在 Soe S, 使 得 
| | inc Lis, c A. fine Lis; € —A,} 
_ 鬼 是 无 限 集 ， 故 在 在 L 的 无 限 子 序列 L. = (uz, 使 得 
. А s€ C 1A, hz 1,2,--., ' 
为 此 ,LoE 所 以 ,[L1 和 [LN NZ, FERIA 
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[LjcF#, 
《这 表明 L MERTES AS Ey Ra RIB. 型 集 ， 侦 数 
项 为 A. W, Hx RIA AEA У). | 
4 了 = imen REER CA, Во; е 是 Воо! 独立 的 。 


令 (0, pet 是 +1 的 有 限 序列 LI 我 们 希望 证 明 站 6,4, 关中， 


He L 的 一 个 子 集 L, (tada 使 Mas Mats mo 散布 在 тү, 
oct. nua 2 D], ARR па = m. MD O= (—1)* CAE mz, mis 
oy ma 中 搬入 一 些 项 使 之 成 为 工 的 子 集 , 且 做 到 相应 的 集 列 的 奇 
数 项 为 В. BR BATH А, BH), M 


ne 一 1А, Фф, 


从 而 , Ë 
ben ~1)' An Ch SAL. 


这 就 证 明了 (4i, Во; es Ж Bool 独立 的 。 证 毕 。 
Ж 6.2.17 (Rosenthal-Dor) 
(1) 35607 是 Banach 空间 X AERAJ, WJ 
BA (х. 47, AT (x, а, E (x, Di 2125 (е,) 1,3 
RH GO AFA GS) Zo BE Or) JE w Cauchy 的 。 
(2) X X R. Banach 空间 ,出 
hta XU X) & ®СС. mE 
证 明 (D КАС) ,嵌入 到 coa ›, шеф, 
AE n.d f= = Ја (х) vae 其 中 J y,X—->X"** Jà ЖЕ 
ARR. WAUH, wO EXE, WO IC CQ QOO, 
w*), WME GOZ 没有 子 序列 是 w ° Cauchy 的 ， 那么 бә 没有 
TFR E: кА PSA WO SR By, 
(€ 2 = (DIL DD is DI жаи эи, Di 的 中 心 为 有 
ЯЕ, D 的 半径 为 有 理 数 , 且 ， 
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1 2 
diam D! = diam Di dO DD) 


于 是 存在 一 个 指标 k 和 MEINT, SME fg] Le rM], 存在 
xPEUuCX*), fi 

GT tae. 有 两 个 聚 点 分 别 在 Di, 和 Di, n. (6.19) 

事实 上 ,否则 对 任何 指标 RE MEIN], THÉ Le (MI, fd 
Aa FE s€ U (X*), Ў, (80), 的 聚 点 或 全 在 Di 中， 或 全 在 
Dip 或 全 不 在 DiU Di th, St k-i, HMICUNDO, 使 得 每 个 
SEUCX), (f(s) hemn 的 聚 点 或 者 全 在 Di 中 ;或 爹 在 Di Чу 或 
全 不 在 DIU D3 中 。 又 存在 了 :ELM1]， 使 得 每 个 sEUCX*)， 
(1.0522 ем, RRMA SE Di 中 ; 或 者 全 在 D3 中 ;或 省 全 不 在 
рр 中。 继续 下 去 可 得 N FRE, OM, 4E 

NM DM: Dee DM, M, DO 
AXE k 17 se U(X*y, (GG) „ем, 的 聚 点 或 者 全 在 DEP, 
或 者 全 在 Di MASA DIUD? rh, 

取 对 角 列 , PRL = (т) Є N, fim. C М,, Vk, BEBE (f)... 
TUCO ERAS ARS, MUERTE s EUX, 使 (f, (530)) wer 
有 两 个 不 同 聚 点 didi, W ko fE d E Б.а, Di, Ш 

《 Gi in Cz (Gi sein, А 


WY FG) „ем, 有 两 个 聚 点 分 别 在 Dio Di, р, (6.19) 18, 


X. 
4 a JE Di, fui, B 是 Di WJ rR, BRM Е, 假设 


B-ajbS3d,HBg-aL0 (否则 令 r= 18-9, 用 ғр in трі, 


fe) авнаа), 


В М= (п). Ais EUX; fuo € Di}, 
В,= (sCU(X ifa) € Di) 
421,2, ++, MJ ASU, BEOU», AB =p., ACA, 
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Во I RAT ACA, ， В; li MBH BT 5 EU (X), 
或 者 тх (5) = 小 或 者 limxsi, (s) = 0, 
由 引 理 6.2.16 知 ,存在 N 的 无 限 子 集 J, EA, Bi)ier 是 Bool fi 


立 的 。 
令 d= d(Di,, Di), 下 面 将 证 明 对 复数 ci = 8; + ib,,j€ J, 有 


Аи 
4 c 是 J 的 任何 有 限 子 集 , 则 
zie al + жм. 
为 简单 起 兄 ， AERA 2b. 
ze sx22:[ail. 
A> oe = {иЄ т,ар®0},о-= {|} EO, a;<0}, N] 
ос. По- = фФ,0. По = c, 


HF (A; Boje: 十 Bool 独立 的 , 放 选 
s€ cn BHAN CM Ap 181€ сп А» nt n B». 


对 zE Di, 2; EDA 
Re(z,; — zi) > d, 


= 


|Im(z, - z |<diamDi< EE й 


= ; GE: St. 
Гуй = sup | Seifay(s) I Reef ( ) 
2 1570 Кеб, (81) 一 PCI, 一 1 Ў 6 Im (fj (si) 

2 jEr fis 


A d ..d d 
-fi fsa >| > = g 在 аі 4 m bil = 2 la! 


£i 


2X. 
xx FEHB (x. zz Cen. 证 毕 。 
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(2) # X jz Banach BAM, LEX, ШН ОО) 
4A CC. NI, at Lc „Л, 4 T ж 五 一 人 内 的 线性 同 HE, 4 
Ten = Xe HH (en) 8 h 的 自然 基 。 则 


( a jacu, B( үт 86 v Cauchy F3} CA 


为 (er) 没有 w Cauchy 子 列 )。 证 毕 。 

引 理 6.2.18 WY BPA X* 的 可 分 子 空 间 ， 则 
存在 X 的 襄 分 子 空间 各 ,使 Y 线性 等 距 于 Z* 的 子 空间 ， 

证 明 。 任 取 Y ty AY BREF fE G0 E nn evens fE 


Jamal = 1, 


Ix G9 | (17 —1—)х:}, Yam, 


Ф Z-span(xs sss BI Z Ji X ORTA SERI. 
Ж MOT, ¥ —>Z*, Tx* (а) = x* la), Vx*€ Y,zC Z. W 
{х*{ = вир|х* Cenn) «11 Да, Vx* € Y, 


Mii T Ж Y—>Z* 内 线性 等 距 。 证 毕 。 

为 了 讨论 DP 算 子 工 EDPE 人 GE 我们 再 给 出 这 种 算 子 的 
- 转 征 ( 记 住 我 们 记 工 ,= 工 ,50,1], 1<p< + оо), 

定理 6.2.19 TeL, ХХ), TFAE, 

a» Te DP(,,00, 

(2) TLE KL, D, lapa + co, Hip i, E. LL, {н 
等 算 子 ; | 

(3) Ti € K(L. , X) HE io A Lo La MSR. 

证 明 D= (2) É 1<р< + co, 8 U (L,) E: w Bit, Н 
i L—L, 是 连续 的 (也 是 wow 连续 的 ?， 故 LDUCL,) T wk 
的 ;又 因 T€ DPX), 故 TLU (LOB RM. Mint Vise Ks 
X), ЕФ, 


s 266 * 


(一 > (3) 1<р< +оо, RITE PARRA: 


feo T 
Le Li - x 
I P A 
~ ip 
Ly 


其 中 ioni HAMMERS, i Ti = Tir. 

由 假设 Ti. EF i Tu. € K(L., X)». 证 毕 。 

(3) 一 > (D TRE DP AT, WHE (фо CLIE 

| $.—0, | 
但 mE 
inf(To.] 2570, 

xp 6220, | . Dx 

A> Та = [(k— 1927", 627"), k= 1, eu 2" Da = СО, а), Ж 
五 (| 之 中 :L,—>L, 是 有 限 秩 压缩 投影 。 所 以 ， | 


Epal 3) 一 >0， 
X mm->oo 时 MHF GG 22) Сх, dS Ua pi Rab S 
间 ), 故 | i 


пт ЕФ. E | = 0. 
Ry ó = з етіс, FG РЯ) (p) BE 


[Е(ф„,\ 5) 1<0, Vk, 
ei LI PRE (p) x 满足， ` 

Еф. Z2 1 <, 
由 于 9, 一 >0; HE (р) у 是 一 致 可 积 的 ,从 而 


lim sup | [9,1dt - 0, 
k ean) > 02 


BOE K>0, 使 对 每 个 "n, 有 
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|| ,|а<9. 
Cleal>K: 
令 y= [P871 ‘pntt) | SK Bf, 
w V.CL., Hisl -—K, I. — pili, 
4 Th = Wa - E Oha 2), m mE 1.» А. 
|n, |, s 2K, 
还 有 当 nm, 
1 
[iret | -ELED dt =, 
mi 
х. span lkn :1= 1,-,2,n21,2,-) = La, ER 


09 
еба, Le) . w | 
由 此 得 i.n, ——0, Mm Ti.n.—>0, Aik (Tian) a ШЖ 


Ж TE SO ЖОНЕ Ж, ШЕ БЕ jx 0, 
另 一 方面 ， 
Ie. — т 1а 1, — Balt bg. Mad 
= lpr- Pali + |ó. pt EC lB i 
Klp- Oli + Et lED |, + LE Oh – 9,1 E) a 
<21ф, – Ball, + 0«30, 


VFPi nd m Tes - ITE p- nl. 


ze- |TI-302 ——. 


19 (Pino LZ RAF PA RO 0, Ai CTi n), Wb 
JFal Bore ы Ti C KL. OF BE, 

ЖЕ 6.2.20 1 X Æ Banach 空间 , 则 TFAE, 

(D L o. X. 

(2) L(L,,X*)= DP(L,, X"); 

(3) Li ¢+X*, 
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证 明 =>) WTCLQOA,X5,BUF L, 是 可 分 的 , 故 
T кни 9 CT) пулу, ШУ 6.2.18 qt, 存在 可 分 Y CX, 使 
STOCY', AA Ldgo-X—hndq-Y, RRNA X 是 可 分 
Banach 空间 ,中 .X,R Te (4,X*), 

T 对 应 一 个 一 致 有 界 X* 值 的 Martingalecé,, Doh. НУ! 
38 2.3.13, FE w* Га Ж #.[0,1]——>Х*, supjg D ]& TI, 


使 得 对 任何 x € X, HE N.CCO,1], 8 m(N.) 20, H 
lim(x, £, (0? = <x, £05, Vo € N., 


ASX 是 可 务 的 ,容易 看 到 ,存在 МОГО, 17], 16 maD =0, AY 
іє М в}, 
lim<x, EOD = (x, g(t), Vxc X, 


因此 ,对 任 xc X,fcL,H 
(TD (x) = аја, (Df t xat = [ово xdt, 


由 定理 6.2.19 知 ,只 须 证 Ti € K(L., X) 即 可 。 

4S X—>L,, (Sx) (0 = (Dx, Vx€ X,t € (0,1), WA 
§*,L—>X*, Ast Vxe X, fe L. A 

(x, S*f) = Sx, f) = (GOD x, f) = Cu Tif), 

从 而 S'f-TLf,VfecL. Bit S*= Tin TUE S* 是 紧 的 ， 
RAWH S 是 紧 算 子 即 可 ， 

{ER (x) CU CX) , WJ 

Sx, = £C x, 

Ж Lo фэ, H |Sx|.=< IT], 

HF Ф.Х, dg Rosenthal 定理 , (x) Col T PEP] s) 4 
Jk w Cauchy 的 。 从 而 

$8x,-g()x,—cat(t), 


a(t) Wa, Н Lebesgue 控制 收 人 就 定理 ， 
Sz aq, 
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(5х0), ХЕ L, 中 是 范 数 收 伍 的 。 ЭХ ЖИН S BRAT. ШЕ. 

(2) 一 >(3) 显然 (因为 但 等 算 子 不 是 DP 算 子 ) 证 毕 ， 

(3) => (1) ЖЬ. Х, Т h—>X BARE, AH, 
T*,X*— >l, JOS, Ха Кег(Г*), (AL, ЕВ р 
1 的 一 个 子 空间 САГ ау E R ALO. Ú, Q, X*—> 
X*/Ker(T*) 2 ARS, ШЧ Grothendieck 定理 ( 记 Gro-1) (“L 
РИШ НЕЛЕ”). ex SIL, —X* QS = S, 其 中 8S: 
L,——X*/Ker(T*) ARERR 


ПЗ 19871 = 15/1 ISI, VE EL, 
REI Гост. Х*. ub. 
定理 6.2.21 ie X JE. Banach 空间 , 则 
ht X«—C[9,11* 二 XY*, 

WEB] “=>” AEM 6.2.20 M, пф. X e Lid „Х*, э] 
ш, BR, L, 线性 等 距 于 CLO 11* 的 -个 ( 闭 ) 子 空间 《〈 事 实 
上 , 令 | 
01(8) = | fadt, ve Lurg Сї0,11,фує CLO, 17", 


n SEL 1", Ho, = 170. me 

| L o. X==C[0, 11*Чф-—„Х*. Ш, 

“<=” 假设, LEX, i YC X, Y=, 

AY CELO, 1] ATS, KBB 1.1.5, RA Y et TE 
Xr BRE T.Z——C[L0,1], B] TE TE 7220, 使 得 

ОССО, 1D C TU(Y), 

4 Jy 34 CCO,1]— CL0, 11]** RRA, J, X ClO, 11% 
——>С[0,11*** ЙЭН А, ABOU Jo. CEO, 11* — CT, 
1)* 为 恒 等 映 象 ( 对 任何 Banach 空间 均 成 立 ) 。 

AT; Y—CL0,1] EER ARAE. BEP. CL0,11** EA 
5j Gnjective) 空间 (因为 CL0,1] BA we Aye L, 空间 ,从 而 
CEO, 1]* E (и), XE PUE а f], c ССО, 1] * "LL GO ОЖ 
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ip Sd BL-T, DO 故 存在 AT 的 延 振 Т.Х—>СГ0,1]**, 
我 们 有 (1)*s,,Cl0,1]1*—>X*A ABER. BEL, 5b 

#, TU OD rl, (U(CCO, 170, BRB ac COL 11", 有. 
iT) * Jul -sup | <x, a| = sup | (Tx, Jul 


宇 rsup [<Ју, 0] = rsup | x ГЈ | 
усто. 1]) 


ye utc[o. 1» 


=rsup MIDI =rlel. 


7E UCID, 1 

证 毕 ， 

定理 6.2.22 X E. Banach 空间 , 则 TFAE, 

(1) hd Xx; 

(2) 每 个 L.(X*) 4 WR BJ Martingale (f,,5,) 是 Pettis- 
Cauchy 的 ， | 

WEB], <=” HA La XO AR Martingale (f,, 2.) 是 
Pettis-Cauchy №, ШЕ 2.3.22 5, LOL, X*) = DP (hi, X* ), 
FAT AEH 6.2.10 Am hcc X, A: 

“>” iW l F... X, H (fr En EL, CX") 4:3: Martingale 
(BNF: [0,11—X*,sup|f.(t) laK, B. 2, 为 [0, 1108] Lebeegue 


可 测 子 集 的 с 代数 ) . 
ЖУ 5; X—9L., Е 
(Sx) d) = lim f (х), ХЕ X,a.ete [0,1], 
«S 是 可 以 定义 的 ,事实 上 ,对 固定 x € X, (f.(t)x, 20. 是 纯 量 一 至 
1454 Martingale, 由 定理 2.3.3 及 定理 2.2.10 F.C x) а.е 


We 28) 
S*|1,,;L,—>X*, Mfiee L, 


1 
(S*9) (x) = p (Sx) = f ФФ (Sx) (dt 


T 1 - 
-lim IZA (D xdt = lim forat усо, ухх, 
я р a a. КА . 
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S*y = lim [ера 
HUP hd Xt, BUERERE 6.2.20 31, S* 1 € DPL, XH 
EM 6.2.19 4],8* r Le X* UK BJ, M ni S. X —9L, 是 紧 的 
QE EAR S fE X PL, MARS. 
S EO ZINE TS, M ACIEO 


| EGS] жой» | Sxdt = lim | f.xdt 
A A п 4 


= [aa sat, 
p 
ES: Z) = f,Gt)x, Vx€X, 
4 S, = 上 ("1 2.) :5S, 因 为 S 是 紧 算 子 ， 故 5, 也 基 紧 算 子 。 从 
而 5.—>S CEN 
lim ECSx XQ = lim fra = Sx, 


SUA EO Z CROW 1 的 投影 , SU OORHAAK., MS, RH 
FURR S), Aims ЖЕ LGO,L)'BCauchy 5j, 即 
0-lim |S, -Sual = lim sup |S,x - S.x] 


ES ES! 
-lim sup | |f, Ox- fs x| dt, 
这 表明 (£07, 是 Pettis-Cauchy 的 。 证 毕 。 
定义 6.2.10 Banach 空间 美的 一 个 子 信 代称 为 一 个 无 限 
树 , 如 果 下 烈 条 省 成 立 ; 
(Tl) T= {xi CX;1i<2"",n=1,2,--3, Hop 
xc l (xin xd, 
如 果 了 还 满足 
(T .2) l: К, 152i 27, 1,2, «^, 
则 称 了 为 有 界 无 限 树 。 
又 下 还 满足 
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MESS 


MESE kk Ere, 


(T +3) ХЕЗ BILE Boe = 26, 即 
iain! х2 [ре = 26, 

ЖТ ABATE p. 

+ ARARAT К-НА.) Marti- 
ngale (H T= (x) HARARE), 
邻 

0) = Хуго. 1 
f(D = FaKrot) + ХХі) 


fD oy аду eX ay Ара) 


ARAR ó Hate — 4 LLCO # XO Ж Bochner-Cauchy 的 
Martihgale, 事实 上 。 А С 一 fao) 1228, Li 

ЖУ 8.2.14 (x07. 9:4 A Rademacher-ó Jj, Л 
+f, ER 


+ 
x= Xa T XT 


x Xg— atts 


Kot Xa Xt xs 
a Ws = - 2 


Н. 
sup |х„|< К< + co, 
B 3820, fis ` 
[а,1226, Jer х,|>28, [x,- xs t xs — x7] 4d, 

注 Aw Ae AH Rademacher-6 RAZR RAR ORM, Dj 

5:38 8.2.23 i X N; Banach 空间 , 刚 

lí X «—X* 不 含 逢 界 Rademacher-ó fif 

EJ] AS" # hC... X, НИНИН 6.2.10, L, ,X*, 4T, 
L,—>X* Ер КЕПЕ. 

L, Bj“ BR BP x: = хор, Xi 2X09 у» xs =X py? 


Xa = 4X-0.4) „*ь= Жүр? Xg = izr 3*7 4Xre ys ... 
是 有 界 Rademacher-1 $j. 9275 Rademacher-6 树 关 于 线 
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HEERE, HCP x) BX 中 有 界 Rademacher-6 pf, Vs. 
"o? GE X" 含有 界 Radermacher-ó Bj, #270 BJ 
‘Martingale, 
ћ = XTX 


= *3X 004) HX Xha 


f= хха фу ХЕХ gy *8Xp4 Ду Ара) 


MJ Fosa ELA") 有 界 的 Martingale, Fitt ЛК AE 
‘Pettis-Cauchy Bj, Mit dixx ER 6.2.11 4, lC X, 
事实 上 ， 


sup ffs Тае 
ETSI 
sup [xis — хы хас Xil. 
>d>0 
TEE, 

定理 6.2.24 E X R. Banach 空间 , 则 TRAE, 

(D hd.X; 

(2) PATEL, L), 个 上 映 有 界 列 为 具 a.e са 
3j. 

证 明 Fi: LoL, WSR, 

ЭЖ SELCX,L.), 

S 映 : 有 有 界 列 为 有 а.е PORT ЭЛЕЎ 

<i. SEK, L), 
4s" € КО, X*), 

(=>) RKTCLQOA,X*5, WE SELL, X), 使 得 
S'ii-Tini BEL, РААК ТЄР, ХУ 
ar X" (Martingale (£,, 2) Җен Z, н ahi ERK o AR 
Be, П, = СС 1927", k, {й 
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Tf = lim fetar, Viel. 


由 引 理 2.3.13 知 ,存在 w* 可 测 函 数 S L0, 119 X^, HE 性 
{Н x € X, 


tx, g (Dy =A lim" Cx, £ (tD) 
Big@Ol<Kk, Kin 


i 
(Tf) (x) = lim f CD Go dt 


= [dg cost, Vx€X, fel, 


EX S;X—>L,,, (Sx) (D -giDx,xc X, t€ [0,11, 0 Sy EL, В. 
з. Ф = Ti (P), VI eL. 

РЕЛ Sri in, Sit C KOL... X5, Bit, Tiny: 

€K(L,,X*), HEE 6.2.8 a, Te DP(L,,X*), В 
L(L,X*) = DP(L,, X*),- 
再 由 定理 6.2.20 (RM, dL. X. ШФ. 

(1) ==> (2) # l cE. X, HEM 6.2.20 qj, L(L4, X) = | 
DP(L,,X*), ШЫ S ЕГА, ХӘ, FSi, € K(L., X*y 
《定理 6.2.19)。 | 

AXCTELO,LO,W M. Tid, L.—=X* 是 紧 的 (实际 
L, Tiin RETH cet.) At, RAR SHRM, T WR 
有 界 列 为 具 a.e MF IAFL TE, 

定理 6.2.24 Ub X E Banach 空间 , 则 TFAE, 

D Lo, X; | 

(2) x fg LASER, — BA $1 Martingale lfs 2), fe 
在 f.L0,1J—_X*, 使 得 对 每 个 x***EX**， 

limx**f, (tE, 


证 明 这 个 定理 的 证 明 要 借助 T h do X BX* Н wRNP 等 
frix HR CET ERES & (0u-1). 
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(0 => (2) {EEL (X*) ЖЖ —3X Martingale (f,,2.). 
4 
F(E) = limf fat УЕЄ с (2), 
P435 0) d& Martingale, L, C) ЛЖ E —šk Ay Bl, W F Дт —Ж 
续 . 有 界 变 差 前 向 量 调度 。 因 为 五 中 ХХ" A wRNP, M Tü 
存在 f [0,1]—X*, 使 
x** FG) = | nra, Yatt € X**. 


于 是 
Ef X) =x"*f,, Vx'*c X**, 
因此 ,由 定理 2.2.4 53,3 HE x* * EX**, 有 
x**f, S x** FD, uEEE 

(2) —(0D AF AEX ИТХ" R. xRNP, 故我 们 证 明 
此 时 X* B. wRNP, 

EBR F E (0,17, F, т) р-а X* 值 向 量 测 
E. 

Ay Gr) FELO, V]rB BEAD ИЕЛ. 


noy» К 
"Sex, mE 


WW fas ол.) ЫХ) ARA Martingale, HARA 
在 F1E0,1]—9 X*, 使 得 对 任 x * C X, 有 
x* *F. (D "^S x" *fob., 


KE. 


ex 
x**F(B) = lim |, x**f dt = | „а, VEE 2 
JE X* 其 RNP, ШЖ, 
下 面 我 们 讨论 当头 可 分 时 会 五 的 等 价 条 件 。 
定理 6.2.25 设 义 是 可 分 Banach 空间 , 则 ТРАЕ, 
SO, hX"; 
S(2 X=*- X**, 
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SQ» UC) =" =U (X**5, 

Sd); Card X = Card X**, 

505), XP XTERM AREA, d. Á == А, 

SO), Xp X** PEAR AAT А=* = А=*, 

SO): X* E GO TEE BI X** 的 每 个 有 界 席 列 有 w* Messung 
子 序列 ) 

S): ОПФ. Х*, УЖЕ Г, 

509); LE0,1] d .X*, | 

SO3), йр x** € Х**,Х* 的 每 个 也 * RA, x o8 
一 个 w* 连续 点 。 

EH = §$(2)— Si AX BRASH, d Card X = Y, 0 
续 统 ) 但 

Card X ** =CardX, 
ax 
Card X** = Card X°"* = Card X =F, 

S()=>S8d) ZELC LX, C „Х**, Bj Cardit > 

(Тт), NC , 
CardX**>Cardit* >2 ,=CardX, 

ж >Z, 的 证 明 ， 先 证 A LL0,1]CCCLO,ID"*cl, Ж 
实 上 ;作为 习题 读者 可 证 , 若 丰 是 可 分 的 , 则 站 及 是 可 线性 等 BE 
RAL. AA CL0,1 1 912 689, бз El 48 | 

(CEO 1) * CL, (CR E F ERAD. 

"RE SERLO, LC (CL0,1])*, f£ f€ C[0, 1], x€ 5[0, 11, 

ФЕ.) = ЕРО) х) СЕЖУ x0, lin, 

supp x = {tE [0,1]; xcD- 0) 

ЖЖ, В 1] = eae 


| Fo [S ETFQ | Ex (0 [xl EFT. 
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HIF], 2, T x€ 20,13, 4 supp х= (6174, BL 
Ix] = 215001. 
i t. € CT0, 1], EA = 1, # 
Fy( >Blxtto Г 
Ат ПЕ, 1а, A ПЕ, = [x]. Ba 
10,171 (CLO, 10 * ЖЕК А) 
#41 8] 00,1] ChL, 因此 ， 
12/100, Паз /00, 149100, 1] = 1,00, 11, 
& 
Cardit = Cardl1*z Cardi i" /l,[0,1]* 
= Cardi. 0, 1] = 22 a , 
й Ф. O 
S(6) => S(7) [EH £0 ACU CX"), Bee, 


soe 


Е АЕ 


ЕГЫЛА = xl 
任 取 
xi" € ies ye, 
SUT Ge RC Ger ta U] BE 
хх", 
BD X" 具 (o) 性质。 证 毕 ， 

507) => SQ) SiL CX, WE T.l— X ARE H Br. 
(Teds X PARTA, ERA wCauchy FA], ATi (Тє) 2 
X'* 中 有 界 序列 ， 它 没有 wt Cauchy 子 序 列 ， 即 X* 不 具 (@) 性 
质 。 证 毕 ， 

S6) = S3) SR, 

503) ==25(2) 显然 。 

S(6) 一 >S(5) HABXMARR. EX xc A", BARE 
A" wee se A" Maxe A. HHA"- A". ЕФ, 
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5(5) 一 > 5(1) Вб, JE X AAPA, Ra (х0), H 


BR x€ (xi 故 存在 (x, 2 的 序列 ix) fE Kaj —X, 这 
EPH ta 有 子 序列 是 wCauchy 的 。 由 定理 6.2.1740, h dX, 
证 毕 | 

S(8)==>S(9) 显然 ， . 

S)— SQ) # lC... X, E Til —>X HABER, JA 
itt T*; X*—-L. O5 Hi Bh OR. hL0,1]1C (CEO, 1) Che CH, 
SO) 5 (1) ПЕВНА Е). JR О) СХ", E T*x* =e, 《其 中 
(6 eto, 1; 是 L,L0, 110 RARE”, Ble=x) H EM | «K, 5 p 
span?) 710,1), BI L0, 1]C.X*, TE, 

$(6) —S(0 ELD CX, WX Л W Ж Г, T. 
4,0D7)-—X* BARE, NJ T5 X ** >L. (T Ж w*—w* X 
续 的 满 有 界线 性 算 子 ,从 而 (01071 UO, 070 是 w* Bl, E ete 
适当 e, 使 wt RAK, | 

K={T (Ud) Пай (X**) 

WET KUL), 

由 于 c (T) REPAS wt 极 眼 点 具有 可 数 的 支撑 , 故 

Utad)) ™ -XU(tsu)sUa.qd». 


4 
А = (P* |o QU (ca (70) 
E X** PERS, WJ 
T* CA" = T* (CT*] O)" —— 
= Об у -Uda 
тА = TUT ә Utada) ) 
= UU)” 


it, Ач A-. ДЕРЕ, 
S(1) == (5(13)) —S(0) 为 了 证 明 这 个 推理 ， 我 们 要 用 到 
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几 个 点 集 拓 扑 的 深刻 定理 〈 由 于 篇 幅 有 限 ， 我 们 不 第 出 它们 的 证 . 
月 ,请 读 考 参考 有 关 文 献 )。 

设 工 是 拓扑 空间 ,证 

£f AT) = (T E. Baire 第 一 类 丽 数 了 ( 即 了 是 工 上 一 列 连续 18 
数 的 点 点 极限 )} 

O0) = (f IET EMR. BRET o> AD E, 
f|: 有 一 个 连续 点 }。 

Theorem A j T Jt Polish 空间 (或 紧 空间 )， 则 ACT) = 
#,(T) (9, Hausdorff (Е HEF) p. 288). 

Theorem B T Fu Polish = 8], (2, (T), 70 fi: Angel c Ж 
BEER, ДН т, Reeth СЕ. 一 个 拓扑 空间 全 叫做 
Angel, 如 果 人 的 每 个 相对 可 数 紧 集 4 是 相对 紧 的 , 且 和 车 x c А, TU 
FETE x, € A, БЕ x, — x) (MEB GL B-F-T-D., 

Theorem С Æ T Æ Polish 空间 (或 紧 的 )，2Z СОГУ, 
使 | 

sup sup lft | tos, 
WW Z # BD PHB r, RSHA Z PREE МСК 
Bll (f.) з BRAT b PF2| , HHR TETE m, M > 0, HERE LE п, 
ma =< sup Daf 0 <M21lell, 
Hp (a) 为 纯 量 )。 GEAR Dul), 

HE SC) Hir, Mh d LX, Ed X ы pe (U(X*),w") 是 
Polish 2, UCO Hwa ЕСО СХ"), о) p 26, 因此， 
U (ORL 序列 , 出 Theorem C ^n U(X) dE Z, (UJ (CO, w") 
中 相对 т, S,  Goldstine 定理 知 ， 

UQ'-UOD -U(O CAUX, w^». 
B] X** CA, (U(QX 0, ww*)。 这 就 是 S013). 
假设 S13) Bear, 4 X AL BT SAY IH Theorem A n 
X**c BCU CX"), w*) = 58, QU (X*),m*). 
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ЗЛУ 用 Theorem В, (H (U (X*), w*), r2 BE. Angel, 现 设 
ACX АЗ Ж, ШИН Alaogbusg s , AEZ QU (X*), w*) di 
相对 Te RAY, PU IE x* * € AU", HÚ x** yan € AY. BRE, HE 
CICA, х7 xt, Mat "ha**, JAWI st C A >, 
Р, Av = A"UQXOHLELSQO. TE, 

Ж 我 们 的 证 明 路 线 是 


S (6) 


J >š 
n 


5) 
S (2) S») 


1 
V 


S (4 
Y, 
Su» 
读者 也 将 发 现 若干 推理 中 并 不 要 求 Xj As. 但 须 注意 的 是 
这 些 等 价 性 仅 当 站 是 可 分 时 成 立 。 口 ] 

定理 6.2.26  X ЖОЛУ} Banach 空间 , 则 ТЕАЕ, 

SO) Ф.Х; 

$(11) СГО,І ХАМ, VMCX, 

证 明 SQ) =>SQb # hq. X, MJ h E 6.2.12 Am 
(C(O, 1]* qd. X*, MTL CLO, 1] X/M, VMCX, 证 毕 。 

SQD= 2301) 我 们 要 用 到 Pelezynski 的 一 个 定理 (P-1); 
W 31—45. Banach 空间 , A ClO,1]2UCW, WJ 3VCcU, f 
V=zC[0,1J, Н V # W BAF, 

BE heYcX,my СТО, ULE, ВОЛЕ h 到 CC0, 17 的 
WM. ЈАТО T, Y——CL[0, 110]. Jn CLO, LIRA 
中 ,利用 1 EAS injective) Sig, BRT HE da T, X— 
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Sas 


Pelczynski zz Ei, {ЕТЕ УССС0,1], fE VezCC0, 1], НУ TX 


Ath, WP. TX—>V ARB, PT, X—>V ЩЫ. 
A X/MzC[0,1], 对 某 个 MCX, Ew, 

т с ХО Ф. ХӘН н, 

定理 6.2.27 2 X E Banach 空间 , 则 

Wht .X*-— (2) X A Coo YER 

=> (3) і, Ф.Х 

证 明 D= (2) # X FE (о) TEM, WR dE (DC. 
S(X*), al Aw* Cauchy Ту], M ifi (xt) ER AwCauchy 
子 序列 ,由 Rosenthal 3g gt, С.Х“, WEHE 

(2)— (3) E hC BFL EQ TESI Co) RRA 
线 竹 同 胚 不 变性 以 及 具 (o) 性 质 空间 的 空间 仍 具 (o) PEN, BOX 
ЖА (о). ЗЕ. 

ik ”由 这 个 定理 知 ,， L tX’ =h TX. BRZA x 
(考虑 c, 和 天) 然而 我 们 却 有 下 面 定理 6.2.28, O 

定理 6.6.28 ie X #2 Banach [Hc QX, mex XE 
"HE fw ЖТ 0 的 序列 【区 ects 有 (х) < (gl, Vil; CX.. 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 首先 引入 儿 个 记号 及 证 明 一 个 引 . 
5m. 

WX 8.2.12 设 只 是 一 个 集 , Q АЕ T TERI SECO >, 
Ж ОЈ У, BORED n.a. Al Qua ж Q, BJ Ж 
相交 的 子 集 。 

引 理 6.2.29 i Q R — fE, (Q. 2, 是 名 的 集 的 一 个 树 , 
RBEIL(Q 的 一 个 有 界 集 ，6>0。 候 设 存 在 了 中 一 个 序列 
(b) 2, EIR 8 2" l< k< 2" 时， 

(— Db (apd, Voc, 
(这 样 的 一 个 序列 叫 Rademacher AFF 24), Wi (5) 24 2 (edn, 

WEB] 任 取 实数 А, t, MH 
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dms] <suptibls be B) Хы. 

LES | B 

| |> tib; | 220 > tls 

1-1 се 3-1 

我 们 内 须 适当 选择 ec О. Id. 

12,6, = ltl -lb ft] 6} 
CER oF (2) . xj DUA + tabs lacs 考虑 两 种 情况 ， 
<a) li 与 ty [8] 5E, ШЕ o, € 093, 有 E 

[tibi tbid 2 [tbs Go) bs Co) [02241 s 


| (b) # 5 t 95, o; € 22, 
b | 
а,Ь, + tab] > 1}, (ог) + tab, (oo [2831It. 
ЖК GH (Q) д Ж ФӘ Z, EL SHE п, ЖЫШ o BE 

可 能 的 ) 得 
2 [sab 
BD (b. (eda, ШЕВ. | 
定理 6.2.28W8]üEB] > 
= {(у) СШ (Х*) з (yD ғ (ends 
ЖОР l C. A ft, 


ЧМО) € S, E X _ 
ё(у:) =sup lim [ус (х) 1, 


BR, OI €f Bj, у: 0, 0007020, VON) € Z. 
ТОБ, WE аг Dar, Hal =i, H 


ХА.) 性 OB ТНУ ARRA EA, А.А „(Вр А, 在 
Алы RD, Сал) A (y ERE L-block, BRR, Xp OD Cof, 
(OHORERE L-block (22278 (20) = (е), E 0081) 6801). 
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4 (у) -inf (C52, GLO IB IER 45 h-block}, ШЕ 
Ж, Gu B: Gn Bap Sub L, —block, Wl 
£x ey. 
(D 首先 证 明 : Ber) Cv. 则 存在 (07*) 的 正规 16 L-block 
(yt) dii ó (yt) = да), V (у) EG ERE L~block (23), 
EXE yt) E CoD Ag IERIE h-block, fi 
(Loi eu. 
B (yea) E (yz O BJ ERA l;-bolck, fi 
6 (yz,2) < 26022, 


wE TFE, 4 yi = yk. HAR), Ш (yi) Bo DREMEL 
block, il 
д (ух) (уь) elm SEU, V. а 
故 
д (yn) &limó (уль) < Hm є Cyn) Se (ya) GO (бу). 
BIS (ух) = (у), Bret Cy D HS Bk. 
(2) 根据 (1), RATER yD CU (XO BA: 
(a) GD (ens 
(b) 10; 
(с) ôy = elyi; 
(d) ó=ó(y;)>0, 
在 给 o> 0, WIFE СХОЖЕ NARAT Ж N > 使 
у) ite, УНЕМ, 
3k e^, 0-ce^ = ЖМ, 分 成 正 整 数 的 两 个 增加 无 限 子 集 
(Wu), (т), On ni tthe), 
则 
(404-920) 
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Eon ERE Lblock, АШ 
(1o - Yan) ) (еә. 


出 假设 
1 * * w* 
$05 = Yap AD. 


故 存 在 XC S(X) BR E EAS FORTH L, 使 
LO yp Ga) >6 ~ g”, VEEL, (6.20) 


MR, Сул) OZ ODII ERE Lh- block, SER TERR. 
Bh kd 
lyn (42) | Z8 be’, | yz Gr <ë + e, (6.21) 
Ж РИД (6.20) (6. 21) AGAR k, 有 
Yn, 2 2-68 — Зе“, 
yw, С) < - à + 3e’, 
令 
N,- (nui ys G2 270 — 6), 
Му= (туд (Xa) 4-де), 
INA 3e’<e, ML 6~-3e’>d—c, Milt, No N, 是 自然 数 的 不 相 ЛЕ 
FH. N.U NCCN,, 


4 eor RETTIG NE N. 分 解 成 不 相 交 的 无 限 子 集 
(nOD (C2, 


Ns 分 解 成 不 相交 无 限 子 集 ((1m5(1)), (ms(2)))， 
显然 ， 


1 Lj * LJ ч 
+ Ozan Yao T Yeg 0 7 Yan?) 


ECD i ERG L-block (ТИП F (е), HA 0), MERE 
x€800, HERE? k, r 
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точ - yat Xu) Уйа) Ko) Oel, (6.22) 


当然 ， 
Gato): QGatals Ymi) s (Paez? 
ECD HERE l-block, Ж ЮЖ E kb. 
у. ixa) |, | yaa Xa? |» ya (xs) |, [y utn (xs) | «8 t e^, 
(6.23) 
OUT HER (6.22), (6.23) Bk, 有 
Уа G3» Уо G3) 220 — Te’, 
Fao (53), Ynn Са) <= ë + 78”. 
46 
Nis iml); Ушып) 20-8}, — 
Ns = I (2); vun ) < Ó + gb, 
Ns= (ms yu Gu) 20-е}, 
N, = {ть(2), Ymp Са) < -d+e}, 
Ju N. N, 8: N, 的 不 相交 无 限 子 集 ， N.. N, BN, PARER 
子 集 ( 因 ect), 
RETE, F О, = (y ke NJ, (QO JE UCX*) 的 一 个 树 样 集 ， 
x. € SOO0, H Ж 27 s bc 2", M 
(- D'x.(y' 2270-62, Vy" € Ох, 
将 x, ME L. CU OC B, 
由 引 理 6.2.29 4p, (x) 22 (вд, МП lh C X, TE, 
定理 6.2.30 25 X R—^- XE /& Banach 空间 ,如 
Ох) = 509°, 
证 明 XPE Banach 空间 XX, SRE Rt Xe (即将 它 看 dE 
实 Banach 空间 )。 故 不 妨 假设 并 为 实 无 限 维 Banach 空间 。 
首先 证 明 存 在 (x?) CS CX"), В х1 >9。 反 证 ， 若 对 任何 
->0, 有 1x:1 一 >0， 
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SPRL: (а) с. Х*, (СХ, 

(a) с. X* 是 不 可 能 的 。 事实 上 车 с.х", mii um 
4£ fi] co CT 0 RUPP (x), AC) E Ceu. 应 用 定理 6.2.28,. 
# hC X, Te d OD СХ", {# y: P, 0, Elly: |. 
e 与 假设 矛盾 ! 

事实 上 , ihn EERE, R,—-L., Re,=r.(t》 
CE п A Rademacher Ж) ОТТЕ ЕЕН АН Ж 线性 算 子 )。 
ДА RÆ # L. РАА HE [BLUES САЙТЕ aist a Ans HE b € {0,175 
тС) = sgna, 1 ism, ЙК 


b ат; | >) ата) | +2191). 


令 А 
T, L,—»6, Tt (|та, 
WD P-TR, F L.OW injective 空间 , 故 存在 及 的 延 拓 E: X—> 
Las 于 是 TRR，X 一 >co 为 有 界线 性 算 子 , (TR, hL Х*, 4- 
yi =(TR)*e,, Ир бе) 5d m EA. Ш уб) = CPR (х), 
e.)——> 0, Vx X, Bl yt™0, 但 mE 
Iz laly hle | ye) | =1,. 9 | 

ЖЕЕ x* ЄХ*,\х*|<1„ Roa, ff laws +x") a1 ;其 中 : 
Nat 1, 20, lae] = [ах 1 ох + x* le ext 12, Ж 
Ca) TRA &.,— >a, 从 而 axe“, 0, Н. х* + ахі, 2 x*, Ё. 
意 到 |x”+ а„,х = 1, 即 得 z € SCX*) MEE ER, 

(b) Id X* 也 是 不 可 能 的 ,因为 若 1 dE X*, OL 7 有 子 列 
(x2)J& qo Canchy 的 ， 从 而 更 为 w* Canchy 的 ; Hi(UCX*),*» 
是 紧 的 ， 知 nz xt, MIE xt x EU Ai x; o х* SS 
0, KRI, lxi- x*]—0. В dimX< + eo FAITE, 

定理 6.2,31 HEERE Banach 空间 ， 

$3874 


SO) =UCX) eX AU E Schur 空间 ， 
证 明 Ж X Je Schur sj, m) SCD” =ScX) £2UOD. E 


Ж, X REE Schur 空间 ， 则 存在 Cd CX E 70, fH 
inf |æ,- x] > 0, RAFI Ge 073 IR 1, — x17 a, ATS 


_ ay _ 
ee ord 
有 3 2.0, B ly] =1。 上 由 此 容易 得 到 Су E mm 6.2.30 TE HHB) 
SCX)" -U(X), ШЕ. 
— FRANA ZAX, H C .X* Н ЙЕ, RNA w* 基 序 

JV. 

EX. 6.2.13 anD ХЖ Жоу ЖЕДЕ 385, METE (Xa) wen 
CX,flix;(x0 = ó", ПЗЕ х" Є span DA 

x* = WW” lime Ga, 

注 Ч span (Gu = X* Hoy 000 X^ 的 w+ Ж. 容易 看 
3], lx en 29 X ER, ARM Ad ТУ OCS), q Xt B w* 
=, O 

3]3:8 6.2.32 (x;),5C-X* 是 w* 基 序 列 , 5 BE = 
KAHELO BHP Oen. HE (y) 2 的 相应 举 标 泛 HB 
Cyl en WE Q*y; = xi, Жа Qi X—9Y ft IR, 

证 明 5 X Xx 4A Tb w* 基 序 列 , 由 定义 ， Ж ТЕ Cx at 
СХ, х; (xe) = 6%, HAE x* € span (xihz d 

x* = w* lim Se" an). 

A Q, X—»Y = Хх] ERER, py 

Q*, Y*— > span ' (x;)/5 BREN, EL w+ 一 ww* 连续 

5 

у? = (QIY xt) у Qe, 


yi (Уа) = CQ*) (x2) (Qu) = xz Gta) = ба, 
任何 у*ЄҮ*, 
Q*y* = w* lim Q*y* (xxr. 
出 于 Q* 是 w*—w"* ESE AIRE SB LX 
y" = w* lim 20'O0v1, 
Aii ea Ж Y* BU w* 基 。 由 于 
yy) = Boy ai, VEY, ycY, (6.24) 


5 
Pa ¥—> Lyi] Pay = Ziyi Vis VyEY, 


HBR (6.24), BIKA Banach-Steinbaus 定理 知 ， 
sup [P |< + eo, 


ARNA 
Y zy... 

事实 上 ,否则 存在 y* EYO B y" (y)-70, Vn, (6.2401, 
ey) = 0, Vy c Y, X Ej y* 4-0 cH. 因此 我 们 得 到 Y = Cynlas 
Ву.) УВ. uU. 

ni id XO Ж Ү = X/* (ies 1⁄5) 的 基 ， BOB AB ATS 
BOLD. WBQ'yl-xl, HPQ, X—Y HGB. FH = 
35.2.13 KEM, (ураш Æ Y* A wt Ж, H TF Q*, Y*—> 
span (хт) 是 w'-—w* 连续 且 线性 等 距 。 则 x: = Q* yt y X* 
的 w* 基 序列 。 事实 上 ， 
选 x, € X, 18 Ох, = у,, Ul] 

Xin) = Әу (хь) = уу Суы) = бл, 
AEE ff x* span (ai), у СУ*, B Q*yt ax", ЩЧ 
y* = wlim 339" (yi, 
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故 
x* = wim »'Cy 2x? =w" lim > х*(х)х?. 
п i=l к f= 
(хл), лечо ЖЫР УЦ, ШЕР, 
引 理 6.2.33 设 BCX*, dim B< +oo,e>0, WEE S( X> 
KARE PIE РЕВ", 1А 21,4 xe F t 
|fix*o - x* Go 1 е1), Vet € B. 


证 有 明 RB HARIA Gof) HSB) 的 有 限 卫 网 
(хї, KA), E f, AE Ja X** 元 ; 仍 记 为 HR FA Goldstin E Bi, 
存在 x C SCX), M 

max| (хў) = хў (xi) [cds 1,8, 
令 F- xin. x › ЖЕ BEI F BU BRR. TE, 
EE 6.2.34 每 个 可 和 分 Banach 2 fa) X, FE t СХ", 


TE QC 是 w* HE 9I, Mani X {РЕ Hog ESE BU JG IR HE lE ЖЕ [н], 
MED PX RASH, MUX), ww*) 是 紧 可 度量 化 空 


№], BLL, AEC) CS(X), x; T0 (注意 这 里 也 可 不 用 可 AM 
性 假设 由 定理 6.2.30 得 到 ,但 下 面 证 明 中 必须 有 可 分 性 假设 )。 
dell EUEBI (xl), 有 子 序列 是 w* 大 序列 。 


(AGO 是 一 个 数列 ,0<ev<l, A Sec +00, 

H X EMA, x: 20, RARE 6.2.33, T ШНЕК 
FATE E RAPS kick <A SCX) ABA PFCF 
eV fit 

(1) X= span (UF,)s 

(2) 对 每 个 FE 人 It] lfIl21, 在 xEF,, 合 得 

Ifiéx*) -x*{x)] «|е, Vat E Га, 
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EP [xs G0 E , Vx €F... 


HERA (х) s M w “ЖЯ. 
(a) (xf). AS, ERE, 
在 y "Ехала, [у d =1 及 任何 A,’ 
M [AI San, I 
{у* + Ar; ie [Ахы] — »*1z1-1y*l. 
AL <2 At FE Cet J ys. Ifl = 1,48 f(y*) =1, 由 条 
+F(2), 35 me 五 ,局 
Су) - у(х) | <5, 
a ` f 
|y" + Ах,“ „122 |у”Сх,) + Ах (Xo) | 
=> | y* Cx) 一 | А | ` |x, Ске) | 
SHG) = om ута) — 298, 
En 28, _ E * 
A-—--- є.) у. 
.从 而 对 任何 y* Є x4, d PP 任何 А, 8 
у [<<(1 — 6,2 2]y* + Ах. 
ШЕ ЖЕРЕ IAE, Octo 是 基 序 列 , 且 
[Pal HG - ep —»1, 4 neco, 
: 基 中 Pax; —- x41 29 Bx SEX. | 
(bY 4 (у) С tO! (хе BW Be 5 Т, 
ХГ 90%, Гах) = x(a), Va EX, x*€lxt la. BA 
ITI<1, | 
FREY T, Ху, Ја JS St. 
HisuHB]TXCIy»Lnn. BEL, 因为 车 хЄЕ,, XI n, JU 
Bnl< +оо; 
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从 而 
Хуб) + оо, 
对 任何 x* ЄГх 7, 
Tx(x*) = x*(x) = Ie (ux = ROPIE 
[4 
Tx = Sei GO» € r2 
HUP X= span UF, d TXC Uy 


ATHER T 2, RAN SCTE, 

ME yC span {у„} С, |у|=1, e>0, FH xES(X), 使 
ITx—yl<e, . €8.25) 

(6.25) ENEN: E yE span iyd. lyl21, e>0, Ж 
Ж їп AK, coe, HY menti, |Pal<t+e, 


为 了 记号 方便 ,对 &Espanf3y2i， FA Jul: 表示 上 | cx ital, 


这 时 ,容易 看 到 ， 
[<< [и{«ЇР,[+[ийж ts) ul (6.26) 
4 z = ТУТ, ;由 条 件 (2), ж x, € Fa f: 
| 1 


Ig (x* 0 - x* (a1 «eet |, Vx*€ [х], 


因此 ， . 
> ху mo) ys 一 alee = А 
Fel 3 3 


( x* (x) = Ty (x C(x") = ST n gy) = (25s (оу) CD, 
Vx* Єх"), | 
因此 ,由 (6.26)， 


т 


| xg Ou) e| < A 
ТА . 3 
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由 于 [yd = IP, - P.  ,|<4, Vi, BRAG), 有 
> xy, (Xo) »|« 5 EMET (у: «ie, 
i-nil i341 


3 
又 由 (6.26) 知 |y 一 zl 所 2e。 所 以 ， 
[Tx,- yl ITxs - 21 + ly- zl 


«Ss» - al + 2e, 


«xoxo» - z| + | 2 жуш yi | +2e 
«26 4 tE pede, 
3 3 
166.25) ar. 
利用 开 映 象 定理 前 论证 , 根据 (6.25) 得 到 T ARR. HS 
EER ус span (roo byl 21, se>>0， 选 yE span {у,},2,› 


yo = 1, di ly- yol ort (6.25), 再 选取 a ESX), BE 


Fe- dle, 


it | 
[Txa – yl Txs vol + ly, yiee 
这 表明 (6.25) 对 
y€ span (y. [y| = 1, 
Hii. Ж | 


yE span{ yst у= ,0<<1, 
选 x € SOO, fit (Tx - yis. 


H T 
тат € spaniy.d eo 
H 
了 一 Tx, | = 1 
Пута" 
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可 选 x, ES(X), fit 


Та. = рр Та r |=. 


"wj 
ly - Tx ~ Tl y — Tx, |x| <e?, 
BEBE FH, [ICON 
у= Тх. +T ly -Tx |х. + Ty - Tx, - Tly — Tx х. |x, + 
让 此 ,得 ?ETIE 所 以 立即 得 到 [FJ = TX, BB T ERRA, 
(с) OT, X/ker(T)—>Cy. Jom, R| FH 1—1 的 满 映 象 ,出 共 
网 定理 得 至 是 线性 同 胚 。 注 意 到 Ker(T) = (Cat) До, RS 
UT) GONE Y= ХУГ), АЙП КУН ЧЕ ЕРЕ HS 
(y:), RIVA Qy axi Hob QUAE X— Y WMA. cx 
.上 ,首先 注意 到 ， 


Ox = Tx, Vee X. 
d 
Q*y: G0 2 31 (Qe) = yz (CPD d 9x» 
- x: cco(3 TQx(x()yD 


- y: (Tx x5) dy) 
=Тх(х) =ху (x), VxcX, 
d& Ө*у, Hak. Vn, B13]38 6.2.32, Врт, ШЕ, 


io 从 定理 证 明 省 A, 21051-1, Plo (É X T > 
时 ) НР PS Bw Д я}, В XEN 有 
ak. O 
定理 6.2.35 dy X REHE Banach 空间 , M 
ъф. Хес ХУМ, УМСХ, 
EH Ж * ice X/M, Mf EP MCX, WwW l = XM)" 
= MIiCxX*, BJ С „Х*, GEE, 
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“<=” FH CX, Re) OX, Hae ley, BF 
X dup AS], UR, wORR TSAI, METEO) 的 子 列 
(xi), Bl Gc) e w* SR. уза. ход, WU y Zo, Н. 
(PIEZ Cena 由 定理 6.2.34 FAON ATIO E w* р 
F, B. Y = ХИУ, Z0 Bol (а), ELFE PERO Ae Brie BR Cuz 2 WI JE. 
Оа = у.н О. ХУ BARE, 

RIER E= е, deo ЖЭР, A Q* AAA, Ss e 
(yk (ee ЖЧ ЖЕЕ HE ИВ (2) v (ea, 为 了 便于 读者 Г 
解 , 我 们 详细 号 出 如 下 ， 


设 | 
22 lal Iani] M а, V(a) €l, 
XE 
я = Brt(#)s: EY, 
& 12*|= 1, 66 


PEOIA = De? (a*a), 
DERE EY GR = (е), Bi C LO ДЕЛУ Su S EI УП, RU LE {И 
a? = ez) 
CHE DIL FEW). 故 
Ss (33; qx CS af G2 Gi | 


i- 


&Gup|z 1G)]) Eletem) 
i=] 


/ 


«m sup arc |) Ser osos] 
i i=l 
<m (sup EOLA 


ШЗ Ee. Condos Вр X/ (Lye Leo. TE, 
Ж REHE OG a y X YE DHHS BRER, Уп 
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ACKER 0, WAX 的 基 。 事 实 上 只 上 须 证 明 
span(xi)4u- X*( E. 3uX* =span (x): ), 
FER x* € X*, 考虑 
у= Suraat, 
1-1 
-对 任何 
x= Dix" (x) x, 
tal 
-有 
n Ë 
у: ба) = Diet GOxt (Def Go), ) 
=] 3-1 


= Se" (хх G) sat ($x (xx) 
=x*(P.x). 
HEP, Æ X-— [xi], 9 dE. X 
Iyz АК, 
He K Ax) Heck X. МИ 
sup IyzIx:K«]x*], 
gixiba XH Ce 35 P 21 , 5 
Set (хх =y*€ span (xt), 
但 x*(x,) = y*'Go, Vi, "y* -x*, X 
x*€ span (xt zi, 
НЮ, 为 ХЖ. Di 
读者 容易 证 明 如 下 结论 ， 
СА); ACen 为 基 序列 , (x; yC [x,J* 是 相应 的 坐标 泛 PR 
Jt] Cc, ) 7 Jer A FS ЯП 9 Ox ) ДЕГ х„1* 中 有 界 完 备 基 。 
(А-1) ЖС.) DR E, (x; a A s TE РА, Bl 
Cadel Rc AR <> (tnm ДЕ X* 的 有 界 完备 基 。 
S AE Х* А, 
(B) EG 是 下 的 基 序列 , GG) Claw)” SEAR BRI 
396, 


BU Go SEALE SE ЕРА > GD ЗАГА UEP, 

(B-1) dE (x05 Ji X ASE, GA RARE PIE В, Сх, 
是 有 界 完备 某所 > ODEN 中 收缩 基 序 列 。 口 ] 

定理 6.2.36 若 互 是 实 Banach 0h lh C X *, Bil 

(а) 或 者 com X/M, ЖА MCX; 

(c) Ric. X, 

证 明 С.Х, B С.Х, ДНА 6.2.28 ^n, FE 
(22) OX, fat “0, B. rt) & (ens ‚ җш‹н-—1›, Com 
X/M,xjWt^4 MCX, WE. 

ж (H-J-D ha, PARE Ot) CX, fe xt 7,0, BG) 
f2(6,),, Mj co X /M, MHA MCX, П 

Ж ЕЁ 6.2.37 ФУ X REA [RAE Schur 空间 , 则 X SR AL, 

ФЕЯ 易 见 {应 用 Rosenthal EBE X E Schur SH HL... 
X, i dim X « +оо, H Schur 空间 的 子 空间 仍 为 Sechur 空间 ， 
证 毕 。 

+ 反之 不 然 、 见 (A-H-1), O 

定理 6.2.38 3 X E. Polish (Banach) 258], W tx, 

证 明 Æ X E Polish 空间 , 则 站 * ATS}. TE, 

i 实际 上 Edgar & Wheel (E-W-L) E 88; 

XZ Polish z 1 ==> X Æ PCA 空间 =» X 有 点 自 反 (PCA 
5 |] ИП Asplund = а HE PC 空间 XX 称 为 有 点 自 反 空间 (Some- 
what-reflexive), 如 果 X 的 每 个 无 限 维 子 空间 会 自 反 子 空间 )。 
Rit Finet Rite] X A РСА 空间 , 则 革 是 有 点 亚 自 反 空 间 .CFi-- 
1)GE X SORGE AREE КОБ, SR X 的 每 个 非 自 反 空 间 会 有 序 
1 工 的 亚 自 反 子 空间 ,显然 ,有 点 亚 自 芭 空 间 是 枸 点 自 雄 空间 )。， 口 ] 


83 L 及 含 L 的 空间 


В, ВИП КВР 2818] EX К, FEDT REA 
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‘Banach 空间 X BASE) X* 都 可 线性 等 距 于 1 的 闭 子 空间 
CRD L. Ji] 4-73 га [0 , Mod ap 45 28 al 36 98 2= ЇН] Ө 73 25 јр). 
国 此 , 一 般 来 说 , L. H OLD HEP aE. (Bde. EWE 38 1.2.7 
HWA, L. 却 是 至 今 知 六 的 为 数 极 少 的 素 (prime) 空 间 之 一 。 此 
外 ,I 有 一 个 值得 注意 的 有 用 性 质 , LEAR Cinjective) 空间 ， 
MAME PF, 空间 ,从 而 共有 Hahn-Banach з. 

在 讨论 中 将 人 BE CCAN) 是 方便 的 ， St BN JEN ii 
Stone-Céch ' (5, BN 是 一 个 紧 Hausdorff-Stone 空间 《拓扑 
空间 О 称 为 Stone 空间 ,如 果 D 中 每 个 开 集 的 闭 包 是 开 集 )。 

下 面 ;我 们 首先 归纳 1 的 性 质 。 

C) L. 是 可 分 万 有 空间 ， 也 是 可 分 空间 的 共 示 空间 的 万 有 空 
JH. СЕ 6.3.08] {ЕЗД EH); 

(2) L. E E 22H] CGEM 1.2.7); 

G) 1, 是 2, 空间 ,从 而 具有 Habo-Banach 延 拓 性 质 , 更 是 
.内 射 空间 (定理 6.1,1 iE 1); 

(4) L. 是 不 可 分 的 共 轰 空 间 ! 

(5) 1 不 具 wRNP GEB 6.3.1); 

(6) L. TÆ wAsplund Bid, JA mj wi AS Æ Asplund 空间 
„(= X. 6.3.2) CEM 6.3.2); 

(7) L. 4E CoD TE ШС ЕШ 6.3.3); 

(8) L. = (hQel, BR (2), B&M (EN) (定理 
6.3.11); | 

(9) L. Grothendieck 空间 (定义 6.3.3) GERI 6.3.7); 

(10) L. 不 是 Mazur 空间 (不 是 自 反 空间 ) GER 6.3.4) GE 
6.3.9); 

(11) „АДК B i GERE 6.3.10); 

(12) 8С CARRS hi ORO CER 6.3.12); 

(13) Ll. wLURGE X, 8.1.3) Gg fli 6.3.13); 

(14) зт (推论 6.3.22), 
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(15) І. 038 w Ж BER n] АРН СИЕ 6.3.34), 

(16) L. 的 每 个 可 分 商 空 间 是 自 反 的 (定理 6.3.35); 

(17) L./eox#sm( HH 3.3.37); 

(18) L./ca d SCCBo-2), 

EX 6.8.1 Bef HW Banach 空间 ,Banach 空间 X £p 
75 Gf universal 528), WREN Y € s£, Y ftm T X^ 
的 子 空 间 。 

Ж 万 有 空间 的 研究 是 十 分 有 趣 的 问题 。 读 者 可 在 参考 书 
(H~1) 第 四 章 找 到 。 又 Borgain(Bo-1) 证 明 不 存在 可 分 空间 是 可 
分 自 反 万 有 空间 。 口 

定理 6.3.f 1 不 是 wRNP. 

ШЕН PS X* жао RNP HER hd. X. ML FA w 
RNP, (Du-1) 有 一 个 直接 证 盟 。 证 毕 ， | 

XX 6.8.2 Banach =J) X #24 w Asplund 空间 , 如 Sb X^ 
的 每 个 开 凸 集 E b ES p C FE E ИЧ — PR G Ж. 
Gateaux нн. | 

it 回忆 起 Banach Z i X Æ Asplund 2], wR X у g 
SHORE LERMES m Kf g ES — F 9 G, S EX 
Frechet УЖ, € fA, Asplund zt E] Ж w Asplund % 8. Г 

Ж HR 6.3.2. I. ` JE <o Asplund 3 BJ, АШ Ж Ж 
Asplund 空间 ， 

证 明 p(x) = Tim [æ], Vz = Gu) € L.. 


ЮЖ, DE X LEBER. RIER рох› АКД G н 


m. | 
如果 pix) = 0, 则 X,-—2 0, AK ë= Cl l,e), 则 


bix+te)- рб) _ Itl 
1 


= 
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tim box 9-00) 
ТАЕ. MIT BOO G о С р(х) = ORD, 

如 果 p(x) > 0, 43i р(х) = 1,28 x= GO FRE Gn 5 
fi | x,;| —>1, AIF pe) = pO xy, RDB BATA, BN 
x0, Vi, 

REX у= (ута 

Ü ЗА пуу, ЕЎ и = Manag, V K . 
={, 34 n= н, WR, 
D 
pixtty) -pix) _[1 3120, 
t {, 24 t<0, 
Mm b( ub С uu. REL. JE qo Asplund = ig, Min: 1 
也 不 是 Asplund 空间 。 证 毕 。 

注 1 但 可 以 证 明 (Co-1)1. 上 任何 范 数 连 续 且 w* FEES 
WU HE SERRE X 3 03 С. ЖЕЕ 可 微 。[] 

#2 ж аімљ/.(0, 5, н) = +оо, Щ L.C, Z, uy Е 4 
连续 半 范 是 处 处 不 口 "DOS. Hm, A TE Le, У, u) Е 
的 连续 线性 算 于 ( 易 见 , 它 是 存在 的 ) , 令 了 =pT， 则 即 所 求 , 其 中 
HARE ЖООШ. Г] 

注 3 有 关 ow Aspiund 空间 的 讨论 见 参 考 书 ( 俞 - 雪 第 六 章 及 
(L-Ph-i», O 

定理 6.3.3 1. H (SO EE E, 

证 明 “(xE L. EPRI А, EDS x= Ca) x"(x) = a,, 
BRR, Gl). CUCL), RAR GDB TUAE w ЕЧ, 

事实 上 ,对 5 加) 的 任何 子 列 (2 说 念 a= Ca € les 


as (aoe "4 j € (ni) 
L. 其 他 ， 


Du 
400, 


уча) = AEC", 
AMO (a) ) Sy, ШЕЕ. 

Hie 6.3.4 AX Ho) ER, WW L.C Х 

TE RF OO FEDER. Hoo EAE 
RARE. EE. 

注 容易 得 到 ,对 任何 无 眼 了 ， L UE RC о, A W x X 
KG ERN L. (Ty de. 0 

ЖУ 6.3.3 Banach 空间 X 称 为 Grothendieck 25 jg, ШЇ 
ЖХ 中 每 个 w* BON RE o de BAT. 

Ўр TEH l- 是 Grothendieck 空间 ， 我 们 先 证 明 Grothen- 
dieck 空间 的 若干 等 价 条 件 。 

定理 6.8.5 i X Æ Banach 空间 ,出 TFAE, 

(1) X Æ Grothendieck 空间 3 

(2) LOX, Y)  WKOX, YO, V Н.о) ЕШ Banach 75 fg], 


(3) Х,У) =WK(X, Y), V 可 分 Banach 空间 ; 

(4) LO€X,c) = WKOG e). 

证 明 (1) => (2) RY BAC ow) Ж Banach 空间 , ЕҢ 
TELY,Y).4 THER TEWRK(X,Y), Rai T*cWEK(QY', 
A*) GER (У) CUCY*) AF Y Я (о) Е, MECH) 的 子 列 
(у), fi xz. 9. y* EDUCY*)， 由 于 T* & wtw ESE M, BR 
Тур V, T**, Н X & Grothendieck 空间 k T*yz, ", T*y*. 

这 表明 T'EWK(X*, X*), ЇЕ, 

(2) 一 > (3) 显然 。 

(3) => (4) BR, 

a) 00) 设 ЄХ", х 0,4 

T.X—,, Тх= (х{1(х))\. 


Ej sl EL(X,C)), HiT € УКХ, с), Mig Т*Є ҮК, X), 
» 401 • 


H T*e,= xi Fey h dj AR RAF Gn, САУ 
FE wi, Eb Wx? 7.0. BX R: Grothendieck zx Hj, TE 
Ж, 

我 们 要 用 到 一 个 重要 的 定理 。 其 证 时 见 参考 书 (0-0-1). 
р.156, 定理 10, 

定理 6.3.6(Rosenthal) 对 任何 紧 Hausdorff-Stone = [н]. 
QE Id X, y) LOCCQ0; X) = КОСО), ХЭ), 

定理 6.3.7 1. д Grothendieck 空间 。 

证 明 Ыс СОЯМ), Hob. BN EHARA Н ВНУК Ston— 
Cech Rit, СНЛ 6.3.6 I, LOS, с) = WK (he, 00, WH ЕЕ 
6.3.5 71,1. 是 Grothendieck 空前。 证 毕 。 

EX 6.8.4 Banach Sia X fey Mazur 空间 , 如果 X" 上 
ДЕ w* БЕ 24382 6:20 ТЕТ РА ДЕ w* 连续 的 (从 而 属于 Jx(X)>, 

定理 6.3.8 d$ X Æ Grothendieck 空间 , Н X E Mazur 25 
间 , 则 X FER RY. 

Ш ЄХ", ВА C X* lix: Ut ШН X 
是 Grothendieck Zij, x+ .x*, Дхта) эхх), 
这 表明 x** 是 w* FEX PEER ЕЎ PR. HIP X УЕДЕ Mazur 空间 
故 x € JX) Ait, XBR. WE, 

Hit 6.3.9 1. RA Mazur 空间 ， 

定理 6.3.10 1, 不 是 B inj. 

TEM AS Burm В й, со ЖЕ B s 
H GEM 6.1.7), Kl. FH BAW, WES. 

ER 8.3.11 (1) Ima Qe, 其 中 

ci-i(pel'u: ei 20, Vx c); 

(2) IS B02"); 

€3) I3 M (AN, 

证 明 (1) 设 xEll,p € cr, 5 
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dux) = (y, xy + (x, gy, Vx € l., 
出 对 一 切 x€l., . 
[Dy v1 <) (у, х) | 十 | ICA l. 
(| yi + iol lal, 
Ж 
(6, Is yl + dol. 

В T TEAR ARERR P CIL WI yla € ci MEE y € hi 
у= №1... 9 = Ју, Н J, 一 > 以 的 典型 出入 {以 下 记号 “和 八 ” 
有 类 似 意 义 )。 

> p= 9-3, Ue X CC, 

ФОХ) = cO) 9$) «0, 
№ € cu, A @,., = v. FR üE BB 

[Dye] hol dol, 

为 此 ,对 任何 270, ЕН КЕ РЕ Г, 

27.15. <е, 其 中 y= (у). 

定义 xEc WF: 
х, (Es щпєЄГ з 
0 ， 其 他 ， 

W Ix| =1, 42 8 CUL, f (sy 人 - z, 

© 8 axmrek, Ш EUa), x20, HA gp(z = (8), 
хъ2'Є1., Н.іх + 2711, МТ 

16, 2m, (x +27) = (х,у) + (у, 3 + p(z') + p(x) 
= х,у) + <y, g") 392) 
miyl-s-etlel-e 
= ly] + [el -3e. 
FID, |= lyi + hel, EE. 

Ж 可 类 似 地 证 明 ， 对 任何 无 限 ЖГ, HLH hdd Id} 
ofl. F] 

(2) W 2" Jg N BJ UF SEA IR o (C 3k, BC2") = (f HEN 
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上 一 切 2” Ai aR GE BO") PR ped. BOR 
Banach 2), ER 1.22 B(2"), > B.(2") = {(N,2*) 上 一 切 有 
限 可 加 有 界 变 关 集 函数 }( 取 变 差 范 数 )， 
ER xt El y 162%, iM z C€ 1,., 45 
Hel dso Хал) | 
MJ z. TPR PR. Boe ABE р. 是 有 限 的 。 事 实 
EER N AS4 a= Ges uh. 


> lu АУ] = zuxt Gal 


њ | | 
= e(2 sgn (X * x4) x )< lx], 
BM la. lS 
反之 ; 设 uc B. 
n 5. 
x(2;xxa) = Dewan, 
Wi 


xx хха) <€ max EP 2120401 


<ul ol > | 
«а хх, 
By (xac; ME BON pA Hk х ГЕН SOON Хх € 1z, 
Bixti<lal, 
Bib. Dx*[ pus. BUTS В,С29), TEM, 
ж ”从 证 明 中 看 到 ,实际 上 可 证 明 对 任何 集 Q, ROW FH 
й po RR DH BDB), ГІ 
(3) ii Riesz Æ zt ag BE, СОВМ) МОВ), 其 中 ， 
MON) BN (К ЕМ Borel it iE, eae e. TEAR. 
x 6.3.12 1.-58C, 
证 明令 ——LTGO-(07x)2,YGOC€l. ER, 
T E VU ARUTER- T (B b 是 严格 凸 (SC) 的 , 令 
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m 


xi} = 11. + Txl, Vx€l., 
FH We, ПЧ ЗС, A gi de 等 价 。 证 毕 。 
我 们 回忆 起 ，Banach 空间 X Hy «ТАК, 如 果 对 任何 


(x)CX, x €X, lim [x + xq] = 21) = 2lim|x,l, 


pu 
Xue oa 
注 Жш wLUR м5С, С; 
FETE 6.3.13 L.X wLUR, 
证 明 | ECW, | OES ER, FRE 
lxlo xl, Vx Elon, 
FEH (L.,| ll) RE w LUR, 
Mf х= (KEL, id т(х)=зирр(х) = (nix 60}, 
& X= (хЄ1.: N\o (eo EIR}. 
А «sup (|xi;x€ X, ixl - РСЕ ASL), 


(D) Xx EX, if lx le 1, B Sah «lx. 


SN, ENO Cx) 的 无限 子 集 , 合 NVGe уи Ni) JE 75 IR BE 
j&i € NXG GUN), 
Pi Hid L. 36 GG). 
EX Fis {Ela l»GoO|-12]yle У) =x,(), 
M iCcODOUN;, H NN(o(y)Uo(xiy UN ORRA 
& 
m, -inl (iyl;y € Fi, M = sup (iy Di» Fi}, 


容易 看 到 2x ~ F, =F, 8 af 


ix 1c Mor m 
由 于 Missa, П. 
Ix p> R441 
4 
ж 
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221 1 «21x I M, mA +m, 


Bx, 
Mi- m<- Al. 
(2) XE x,C Fi, fi 
S т dal. 
4 NÆ N oD UN Ure MRE, {% 


м(0 с (x; Ú м) 


也 是 无限 的 。 
选 
i € N\(U o GO ШМ»). 
A 
F,-(y€l. Yi =1= [yje у) =x,G), 
ES 
ie Bota UN; 
iy, E. 
2 
N\(owU U (o x) UND) ) 

是 无 限 的 }。 

4 


m,-inf(ly]; ye F,r, М, = зир (|у y €F;, 
我 们 也 有 2x,- F; = Е,, Ail 2|x,| =< M, +m, Н 


M, TH 2 Aw 5 . 
(3) ЖЕТА, (880, 
(а) x €F. Mert таа S ja, ls 
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я n-l 

(b) N, 8 N (U eG) U UN,) 的 无 限 子 集 , 且 
N\(U cx U N.) 

j=l 
是 无 限 的 ; 
(e) ¿eN (Ü o GU N;); 
(d) Е, = {уЄі.; yi)| 215 yles yG = 2,02, 28 
ic оба) М, 


NN oy UU Cole UND ) 
EARKI 
(е) т, = inf {]yl;y € F,3,M,-sup (Iyl;y ЄК}; 
ч) Maa Mas рар Meme 


, 


m, m, S M,<M,., Mo т i $ 
(4) (3) (а), (DA, x, B xa 在 
ceo U Np) 
LA, Е x€ X(x € F., Vn), Mh nx 5 x, TE 
Uo GUND 

LAE, Ax 在 _ 

N\U сох UND 
上 为 0。 


(3) Cf), lim M, = limm, =a FE, В. 
lim |x, || =a = |x|. 
还 有 


а СР, 1, 
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lim |x, +x = 2a, 


Tig GO Cd) й |G.) | = 1, Ун, 

(5) x, ya, SE, 4 Lim 去 示 了 上 一 个 Banach Ж , 
Ж Lim € iz, | 

定义 xtO0LimGGOyG, Vy€ls WW x*Elt, 3E H 
х*(х„) = 0 (aCi = 9, Vib,mx*Oo = 1 Ci xi.) | =1,Vi), 
从 而 zx, 一 +>xo。 这 表明 (lo 用 不 是 wLUR. 证 毕 ， 

Lot sm (AS EY FERRE TOGIBE ЖО fe eh M. M. Day Ш, 现 
dp VER fen ER VE, ИЗД, PLP ИШЕНИ, C a D-1)p. 229) 
E ССОУ Grothendieck 4 [8], MCC # sm, НЯ 6.3.6 
HSC EN gi st, RAT M EIE I HBR Loa sm, 

首先 ,我 们 注意 到 对 任 rE vy ESN), 


tim el quy tpl 
me t ? p t 
总 存在 , 分别 记 它 们 为 GICGO.GIOn. 
TEARS, 


-Сі(- у) = бубу), 
' - Сіу(-у)< 00у), 

HADES он G АСИР x ЭВА), SAR 
щ Gil- у) +G = 0, VyeSOD, НЕХ Bites 4 B dx 
HG l- у) = Су), VES Xpy ES(X), 

3EX 8.8.5. df Jk Banach SX б Р L E НУ 
Же, Р xc D. next € X*, ЫҢ 
(у - хоху у) - fix), VY € D, 
Nul gi x* oy foo RE OX 0840 , id 
Of (xy) = ixt € X* ix^ 是 fx) 在 хо 点 次 梯度 }。 
OOM FSR AAR. 3 ixo1=1 时 ， 
[dn = ix* € SCX*)ux* Gn al}, 
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XX bd ох" Є$(Х*),х* (ху =1, Wet ye x, 
x*Cy)s |x + yl — x* Ga) = [xe ty] |5,0, 
AW xX¥ CO) wd, Rz KES) xd, lij 
хуу lety] -ixl Vy € X, 
% 
x*(Ox; +ъу)< 1х, +y], Vyc x, 
EX, bx" |, Ex* (xx іх, x* i) = |x*| = |х„| =1, 
Eilx*€ {х*Є$(Х*)ух* (х,у = 1}, Г] | 
SHB 6.3.14. 2) +(x) AMAR, 5 Ae x, G 可 
th. 
WES] “<=” AACE ху 点 G 可 微 , 则 
GAC- y) = - Су), Vy €SC(X), 


MHE x€ ScX) 
GAl- x) <lim ПАУ ЁО хо) 1 [xl 
EZ! D эй 1 
* xl — lxi. 


HA, GEE Al +(x), 
AX x* € Ol * | Ceo), іон, 


Qus rtl lal vyescxy, 


BU, (у, ху << GLOD,Vy€SOD, EH, 
L- yx GL (-y), VyCS(X), 


故 
Cy, x Cy GH VyEN, 
Bp x" = Gin RH Ol ita.) = (GE), 
*—»9? # 外 -i(xo}) 是 单 点 集 , 我 们 将 证 明 
GAI Gr (y), VrESCX), 
从 而 | «Ze xo AG 可 微 . 
车 不 然 ,存在 Y €SC(OD, E 
-GRLO PAGO) 
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Ж a CR’, 使 
-Gi yo) cac GNO), 
4 М = ѕрап(у), EX 
$€M*, City) = ta, Vt, 
划 对 任何 x€ 于 (我 们 此 处 将 Gt 自然 延 拓 到 定义 在 整个 三 EXE 
IC SGC), 
Hi Hahn-Banach 定理 {注意 色 GL OR ER PE X BD iE ра), E 
在 区 的 延 拓 区 DEX LAME, НД Еф СД, TE, a CX 
和 型 ,有 _ | 
VO) С (е) [xs t zl — lxol, 
BI, фед), ВЯ), 
-Gh -yac p LGE (у), 
АВЛУ 0530 Ez IE AR EIS EROR Va. as M| a, de EO] lo) 
A 
Ita- be |= (Ge. - $0002 B= a, 

Miti 5 8] | GJ RR AEB, 

与 光 兴 性 概念 相反 的 是 范 数 “ 粗 糙 ? 和 概念 。 我 们 仅 介 绍 强 粗糙 
概念 及 与 之 有 关 的 较 有 趣 的 结果 ， 

定义 6.3.6 Banach Ej X P GE ZOIR HIER, MEFE 
£70, MIE ESX), FE Y S OO, fh 


! " — ty | 一 
lim dextri Ta: ty|-~2 — 
dit 


ЖЕ ey ХСН bh NL 
注 AALE PH RR RPE, HÓXTGIOD- 
Gi- у). Alb X E Ж, ИР 60,00 t XCSOD, 
存在 yCS(X), E 
GAON + GAC- 2278, O 
Б 6.3.15 jb XIL Banach 空间 , 则 TFAE, 
(1) X EAREN 
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€, 


42) Ze> 0, if Fi x €S Q0, diam af-f(x)>e, 
(3) 360, We z€ X, WHE ve SCX), te 
le ttv] > lz] + ltle. 
证 明 (1) => (2) 由 于 多 是 强 粗粮 的 ， 根 据 定 义 6.3.7 注 
291 фе 2220, HEE aT x CS (KX), TEE vy € SCX), 使 得 
E- G; GL, 
PHS [BH 6.3.14 ШЕЯ, FIE x^ x2 C al. | Ge, 使 
|xi-xiblmExiO-x:i)e. 
BrEL, diam (д#[-+[(х„))>є, TE, 
(2)—2 (1) F X A38 d RH, 则 对 任何 e>0， 存 在 
XES 使 对 一 切 уЄ8(Х), T 
GAO) + Gt- yae. 
E} 
-GLIO- y)« GhLGO« -GáL(- y) +e, VyCS(X), 
ER xi xb Cl EOD, MH EO, y €5(X5, 15 1,2, 


wh oos t tyla, xi «tob, 


Pre, 
-GAC PEx ON SG (у), V¥ €8(X),i=1,2, 
ak 
[х{(у)— xs(y)| «xe, Vy€S(X), 
于 Ixi-xil-e,Jmidiamo]-lOxO-e. TEM, 
(1)== (3) R X ERRER R e 为 强 粗糙 系数 。 


fants d =€ X, 


车 a= 0, ft ve SX), A 
la гор = [tl fel + 114, Vt, 
#20, POR [el = 1, 由 强 粗粮 定义 , 习 y?ES(X) ,使 得 
Gi(- х) + Су) >, 7 


4171» 


由 引 理 6.3.14 ЕНД, TEE x3, x8 Є д] +[| GO, flt 


[х{ ~ x | 10у) ~ Xi) Ee, 


4> 
w= Yet FOE) +х Y))Xo* 
11% |52, E. 
х{(ш) = 20910) - xi >te, 
K wH & 
”= Fel 
则 


4t>0 BF, [в+1їфД>х its) хо) iz] + ||, 
щ{<0НШ, [а + ореха) +{х}( ш) >= jal + [tlen 
(=> (1) EA. EH. 
8 6.3.16 设 六 是 强 粗糙 的 ,P:X 一 >R! 是 G WI, 
P(0) = 0, Mi JPA А = {x CX; 0 (x) Sle EA. 
证 明 由 引 理 6.3.15, 设 60, BME hi x € SCO, Fe 
yeS(X), ti 
fx + tyl — Ix] 2 tle, Vt, 
Rp 
ellty| + ix] ху, Vt, 
vex be MARR, усх <> |х у + 1111. 
E A ЛУИ WRN ИГ uS] xx UY 3E A CARREY. 
事实 上 , 取 (х) CA, х.х, 出 


а exea] < sup [xf 
H. 
bx — x SE Coal — 1х1, 


Hix.) Cauchy 7i], x, —» xy, Ay A E. BE. Kx ECA, Н. 
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limi x,] = ixl. 
得 由 于 
E[ Rute X, | + |x, | = Га, esl Ы 
> k—-—> ce Hl -Ex — x, | + EAE | xq 1, He | 


х= ѕиарх., 
4 


ЕҢ Zorn 3i Z8, А 太极 头 元 。 | 
RA elty] (ео 16 хь ttyl, Vt, хо Ey A, VE | 
所 以 ， | 
\х,+1у1<20х, + фу), X9 Gn) S xol, 
HE Vt, ' 
eit] «xit ty) lx] GP (x, tty) - OC x), 
325 p B. GOR, SE, 
定理 6.3.17 d X=zsm, il X АШ}. 
WEB] bd. X ESCHER, 1-09 X LEMS 
EU PES : 
МХ, Vx € X. 
BI, P(x) = lxi? Z6 G 可 微 的 ,p(0) -0, B. 
(we Xs Wall ss СЕХ: « Mixi; 
-(x€ Xillxll МУ (0), 
ES К, Pe [38 6.3.16 237, | A Je ЖЕ. ШЕР, 
EE 6.3.18 UE X E Banach 空间 , 则 TF AE; 
(1) 每 个 等 价 范 数 不 强 粗粮 ， 
(2) SH - SEU S| d, RR єс>0, UCCX, EDOR £ 38 
PEC HP zx € X, lx, = 1, Hi diamteg -GOD0« 62. 
(3) ЖЕТ c0, X*H REA ot Rn SE K hh e RR CHI 
Hay € S(X), Ж 
diam (f€ K; f(x) = sup £Gu)) «e ^» 


FEAR (1) <=> (2) 见 引 理 6.3.15, 
‚413 • 


3) 一 >(2) BR, 
(2) => (3) FER X* 的 w^ Eng K, 2- 
A-U(X*) -K-K, 

EDT АЖ w* H.E XU, U NRE nR, RRRA. 
FEX LSA 0, HUCK, Py) =A 

APR M |51 <, Vee X, 

HRA HE, STE o> 0, A BE є BR, x. CX, Iz] S1, f 

diam (d € A pix) = lx} < e, 


Xem Щу. =1, 


E xl 


^ 
B-ifeKifcyo- вир g(y.)h, 


ЖУ;ЄХ*,{# |у l= 12 x2 Cy), P 
| damp 
TEX f, g € B, dil 
ey +f- (f +e EDEA; P(x.) = felt = 11. 


H 


[x y: +g— Ff +8) EDEA D(x.) = Nell = 1) 


& 
If - zl = hár +f- 40 +8) 


"(үү y; tg- Xx 10+) <е 


从 而 diamB<e, ШЕЕ, 
ЖУ 8.9.7. X* HAA wG: HA, WE X* 的 每 个 w E 
p К, FETE x € extK, fit x K (K, w* УН] G; B. 


58 6.3.19 BRA e>0, X* 的 每 个 w* BOR Re Ж 
d, X* A w^ Gs aA. 
EH ER w* Be КОХ", ЕИ ТР x CS(X), fh 
diam (f € Kif(xi) = sup £O D рі, 
E 
` F,= {f EK, f Gu) = sup glt), 
Wy F, qud w ROR Ох RE E H K BJ otFace), Ш dE 
x, € SCX), fili 
diam {fE Fy; f(x = sup £x2)«1. 
继续 下 去 ,得 w* EE (Ес, F, CF, FOCK, B 
diamF<+, 


& 


F = nF, 
Re] 
Н T diam F--->0, ik F = {xd}, RA xf € extK, H. 
(Ye [{х"ЄК; [aga at |l, 1<i<ah, 
-H E21 JE CK, sx) 的 G, Ж. WE, 
EE 6.3.20 3; X* H. w'G, HA, X ROoYEN. 
证 明 Rana CU(X*), Ф 


A = (akant, A= ПА,, 
则 4 是 非 空 w* ҖЕ, 2 K= cet COO, HE, E КО w* Gui 
B хӯ. Hi Krein-Milman 定理 ， x2€ A, B xz 是 CA,w*) WG, 
: 集 , 因 此 ,存在 XX* 的 w* ЕСУ), dl 
Vo Ver Вб) = NV.NA). 
对 每 个 记 {x} 避 Vi 是 无 限 的 (事实 上 ,否则 ,存在 i 及 ,使 
* 415 + 


{хе Кеп) ПУ; = Ф, ША, NY: = Ф, МАШУ: ПА = Ф, FED ERI 
(хе) BJ T5|(x; 2 fe xs C Vi. Vi, 

пй», MX OL, AUER y* 是 Gen hz BO ш* 
闭 包 点 , 则 y* 2x2, МА, 3 € A, X BE SEI п, Gn 1 BF, 

{xr} OV EV а, | 

Ж у%ЄУ, а CVa Mi YEVDA, Vn, 因此 ，y* = х; 证 毕 。 

定理 6.8.21 3; X=sm,Wl| X HER., 

证 明 ”下 定理 6.3.17; ж 86.2.18, 9| 88 6.3.19, 定理 
6.3.20 即 知 。 证 毕 。 

推论 8.3.22 l. sm. 

证 明 ”由 定理 6.3.3, 10 不 具 (o) 性 质 , 由 定理 6.3.21 1, 1 
sm, ПЕ. 

定理 6.3.23 2; X лп) Banach 53[8], W X* Ду «e RT 
集 是 范 数 可 分 的 ， 

证 明 Ка X* dU w ETE, ШК RRA H X k 
TAH, BECK, w* ) & T a, 

4 EG, v) > (К, w*) RETURN) I E 171 连续 的 , 从 
Tg, I ERR. Ah. (Kw) F] Ei, BO CK, w 
SPAS, BNE Ze at} CK, {хт DK, Bb, 

spaní(x?)- span” (x7) S (xt DK, 

这 表明 于 是 范 数 订 分 的 。 证 毕 。 

推论 6.3.24 1 的 乌 紧 子 集 是 范 数 可 分 的 。 

定理 6.3.25 1 的 可 分 商 空间 是 自 反 的 。 

WEB] 设 Is/Y 是 可 分 商 2 BI. SQ, LL—91./Y 是 商 映 
#, щт ЛУ 是 可 和 分 的 ， 故 letele Y, BE, Ня 8 6.3.6. 
(Rosenthal i) 4Q AE w "ERI, BU Д.У) = ӨО (2, H 
UtL./Y) dt w Bh. Mg lw/Y #A RA, wu. 

EH 6.3.28 Wb Y 2X MATAR F Y HOER X/Y 
asm, Wl ЖОН. (ЕЛ. 
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证 时 БСО CX"), 

A ytextly, СО (Y*), HY BOER, RE 
EO ha WEA OTE (yi 2 88 

yey EY", 
由 Hahn-Banach 定理 ,将 y* ЕТЕНЕ хх", 

Арх х", WDE X* PEREI, THRE HE 87. 
GOAT w* КЄЗЇ, AUi C T| w eak, MX Ao) TE 
Ж. 

25 T id SFB, OM = (nona JON, H M RGD» M 
M mtf. n BJ w* s OL w* 闭 包 点 )。 

BRE MCN, M'CY!, 

AK= с (М), WKY Rw BPR, mop X/Y == 
sms 根 据 定理 6.3.17, 定理 6.3.18 5E 6.3.19, AUOX/YO* c 
Yt 的 每 个 w* BASRA wtGib A. he ec ext KCN” 
(应 用 Krein-Milman 定理 及 № E w* SERE (i GO EK, w* o By 
Gs fR. 

. X& Хе BU w* ЖЕЛ (OU DA, lB: 
U, CU, Ht) = fiu ng 
选择 N ASF FETA SU ON: y 2, tE 
NON, DN,» N.CU;, 
《注意 N = (fides; Ja ` 
БОЕ O8 的 子 序列 ,使 LEN W 
Uic Nc ANICA (UO 3K) « (p. 


faig, TEM, 
HEI 6.8.27 l./c Esm, 
Fue: @ L. SHOR L. 空间 ?的 性 质 。 
d) l.c EREA А IRI GERE 6.3.38), 
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D таф Хо (e CX, Bix! w*uC Xt 元 条 
fel Re 


Ati S Cac SB 6.3.40), 

(3) X Him EEG => ls cc Ee 6.3.4), 

(4) laL CGEM 6.3.43), 

(5) hzL./Y , XE Y CI GERE 6.3.44), 

(6) ХХ EH ER —9 l.c Y GERA HB(L-T-1)p, 110), 

(7) #2 RUE Hausdorff-Stone 22 Bj,- Х, M] 

LCC) 4) =WK(C(Q), X) CE 6.3.6), 

Fim НИН. | 

5ERR 6.8.28. Г... ЫҢ D AE SS aj, 

证 明 设 基 是 无 限 维 内 射 空间 , 取 CRR О S(X*) 
sh norming $), 4 X=Y CL.) С), HB Q Jd BC al” 
的 Stone-Céch 紧 化 (可 以 证 明 它 是 一 个 E Hausdorff-Stone 4 
їй, RAR LU ORAS, M m CCOQo E. EZ SA, 利用 
Nachbin-Kelly 定理 知 О 是 Stone 空间 。) 

令 I; 了 一 >Y 是 恒 等 算 也 ,显然 了 也 是 内 射 空间 ， 从 而 存在 
P,CG(Q— Y 的 (有 界 ) 投 影 。 因 dimY = +ee。 由 推论 1.2.11 
Ji, PR w Ri, ROH Stone (81, MWA Е 16.3.6 A 
A.C Y= x, MLC X. eH, 

注 RPEBRAL ЛАМАКА Н, PJ 

定理 6.3.39 iG CX*, J 

Exi 是 Ww*uC Aa Sat wud, 

B Eleto |< +оо, VxE X, Bu 
TIX 014 жоо, Vx*"*eX**. 
ЖЕҢ “=” # 


Ух: (x) | < Tos.Vx€ X, 
WJ 
+ 418 + 


(к). 


Жж w*Caucny 序列 ， 从 而 范 数 有 界 。 由 Banach-Alaog!u Æ 理 。 
易 见 ， 
w* lim ze -x*€ X*, 
P 4.) € c, Hj | 
| Èra) |< + оо, Vx X, 
АЈ, | 
w* lim et 
存在 ， 因此 我 们 可 以 定义 算 子 ， с> X", 
T()-w* lim Ze. | 
T 是 闭 线性 算 于 ,应 用 闭 国 条 定理 知 ,TELtcuy X). 
XHE x** € S(X"*), HEMT n, | 
> [x** (xf) | «at (Zignatt st элг) | 
«|ва | ш 


= |T(sgnx** 6x) +, sgnax** (x7), 0.0. ) 
smi. 


Èl GDIKITI ае, Vatt e Xn, 


即 Bx 是 wu, 8, . 
Ж ”我 们 顺便 给 出 下 列 有 用 的 等 从 条 件 ， ZTE SUR £ 
se BR (x, CX, n ТЕАЕ, 
(1) Xx, Æ wuC; | | 
(2) 3C>0, BEA) Ela - = 
#419 2 


sup [Eit |«c sup itl; 
43) 3 t£ f CELO € сү, Stix. ЖЩ ЖЗ 
(4) ЕО) Eco Zt,x, E RB, 
(5) HC 0,xt ft fq R £ ACN,0 = 41,4 
az 8x, ] &C. oO 


定理 6.3.30 i X # Banach 空间 , 旭 ТЕАЕ, 

(i) leAt; 

(2) eo 4X"; 

(3) 4f£(x2) CX*, Zx: w*uCo > Ух 无 条 件 收 化 

(4) ££ GG) CX *, >x; wu => Zx; 无 条 件 收敛 。 

证 明 ”由 定理 6.1.27 及 定理 6.3,39 013, EE. 

为 了 证 明 АЛУ, YCU. RIRE RE. 

5.6.3.8 R! b— -t fi P, Banach 25 fE їй X Ж Xy Banach 
: 格 , 如 果 

(1) x<y= x+ z=y-+ z, Vx, y,z € X, 

(2) a> 0,xz0-—axz0,H'hacR',xex, 

(3) НЕ х,у ЄХ, LEBER Gitex Vy) AP RR Gar 
xA TE, 

(4) jr у, 1100, ee, y eX, [х1 МС ә). 
Banach 格 称 为 序 完 从 的 ,如 果 每 个 有 上 界 子 集 有 上 确 界 ， 

io gE L, E,D Spo, COA Æ Banach #, 
dob f«g X fin«gio),0C€ Q (或 a.c@m€ Q), O 

EH 6.8.81 L. 是 序 完备 的 ， 

EB SACL., f«gcL.VfcA, 如 果 必 要 用 有 限 集 的 
ES HUE A, WARE A= (fac D), th D HEAR, 

(q Qs ЕР, аа, 

则 fs. 

XH x € Li xzm0,4 Gu fos <x, gy, й 
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p(x) = lim (x, fa? 
存在 ,对 任 xE 工 ,定义 | 
. ф(х) = pirt) -p(x ), 
其 中 
x-xt—x",x*-xWV0,x"-xAO0), 
Wp jk L, Кар, Aloo s] pat] + [фк |< | (х) 
+17) Slgel let] tide io = igle edel, Ж petLo*z 
L.,4 o HERI La 元 为 并 i F kx, h-f.>20,VxE Ly x>0, {К 
h>foMh Æ AKER, W R J A BM ES. 
x, f ox (x, ID, Vx € Li x0, 
从 而 | 
e, h> = p(x) < (x, b>, Vx EL, x0, 
Вр heb, XH h-supA, iE, 
ETA RA BCL TL. Bk. 
LQ, E, QD" mLAOQEN a) 0000 
8 CQ, 2,10 ESL XE о ARMS E i .L. (Q, Z, ny F р. 
BTA, 3 Q XX Hausdorff 空间 时 , CCMA RSH, 4H 
4 X 0 E Stone f C X 4¢(L-T-F)p.4), LI 
EE 6.8.32 L. 是 2, 空间 。 
证 明 d L. J; X BP. 5-е Lo іна 1 А70, 
g: X-—+L.., g(x) = jele, We 是 次 可 加 函数 。 且 对 工 - EE 等 
BER DS IE. MAL. 是 序 完 务 的, 根据 Hahn-Banach ig 
理 证 法 4 用 Zorn 引 理 ?可 得 I WYRE P: X—L., E Pg, 从 而 
P 为 范 数 是 1 的 投影 。 证 毕 。 | 
ib FH KR AP CEE, ALARM HES 
1.00, 2, шу 1.00, 2,2), 
1.00, 2,1) X СО), ЯР О X X Hausdorff-Stone 空间 ,都 
HA, mW. O 
ЖШ 6.2.88 Lal. 
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ЖЕҢ AP LicL., pulis ss [В] 3:88 25 A т A S 间 ， 
W L.=YCL, HF L.S, ят}, Le Clay 另 一 方面 , 易 见 
lC La, BUT L= ttt VP, — lC tLe, AAU LozL. 
GL. L.mLILL,H;Pelezynski 分 解 方法 〈 和 定理 1.2.5 Ж, Lac 
lo МЕР. 

ik 推论 1.3.5 48 Ш, LHL, р< +со,р-&2, Жо Е, 
& Rl be, {н Lidl (因为 eem 1.8.4 L COL, R H E 
ж 1.2.3 kr D, 5 „тел. 

ЖЕ 6.3.84 LclL/Y, M Үс. 

证 明 Н e 1.3.4, LC .L,, M һЫ Үл, 对 " 个 
女工 ,但 由 定理 6.3.43 4p, Low, El; cl. Y x] 3E Y CL... 
Е. 

我 们 以 下 面 有 趣 的 关于 L, 1р + оо, со 的 自 等 距 刻 划 来 结 
жнр. 

定理 6.3.35 i Х-с,,1,, <р + оо, ps2, T J Х-—>Х 
RHE ЕРЫ, ТРЕ СӨ) 8 = +1, КАЮ Е л, 
使 

T(a,, а) (C1, 918,777. 

证 明 (1) і<ф< +оо, p==2, | 

(a) 首先 易 见 对 x= (а у,У = GO, 

Ix ty]? = hæ- yl? = |x]? + У", 
35 НДУ щ х,у 有 不 相交 支撑 ( 即 ab = 0), 

(b) (е, п АЎ, Н (а), Teinn 具 不 相交 支撑 。 

(с) 因为 了 是 满 的 , 故 必 存在 (902 其 中 让 =1 或 -1 及 自 
RE EHR GNE Те = беа). 

(2) 对 co 情况 类 LEA, 或 考虑 Tti 9L, 

.(3) XH. WAL Banach-Stone 定理 ， 对 紧 Hausdorff 空间 
Qi, Aas CD ZC (O) <=> Q ,— OQ, E 
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我 们 记 XC у 决 窑 在 ZCY, 使 d(X,2) 所 1+e。 
我 们 有 下 列 有 趣 结果 : 


(1) co Cie Хр niy, Vero GEM 6.4.1): 
(2) пс Хи СУХ, Ve>0 GERE 6.4.7); 
(3) 1С... X —91.C!y X, Vero (Ра-1); 
(4) X#UR=->X m UR (定理 6.4.3)3 
(5) VM Cc. c,/M Cite,(As-]). 
但 是 ,对 1<b< + co, LC X—259 lec 到 仍 是 一 个 Open 问 
定理 6.4.1 ce Ce Ха C1 X, Vero, 
证 明 н сос. Х, FETE mM Ж (as CX, BE 
m sup PA «Is a,x, \<м sup [а,|, Va) € €». 
IHEM n€N, 5А, = {(а) Єса,а:=0, 1<і<п, а WER 


项 不 为 0, 且 sup [a] = 1). my 


% 


则 


故 


ADAD DAD Ams 


K, = sup (Ix ах | з(а) cA}, 
mSK SK, M, Vn, 


lim K, = K 


FE. E т=Кк= К sa Ke M, Yn, 
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A 0,07, fi oeoa, H 
1 20 — 8^ 
l+e < a“ 
р, Ko K, X Hp FOK<Kn, Vn, OT BAER OL 
pem eee Bi y.|>6K, Vn, Hp 


Parting 


= 2 latxa (a! ) EA,,. 
对 任何 (5) € co (BARAT 限 项 不 为 6, 则 


J! = 
_.. <K, 

клы 

从 而 
PUDE plil, V(b) € c,, СР.) 
TUIS TAA A 0 
令 
Wi 

则 


I$ bu. | «Іо, V G0 ec, 


GO DUI RUBRA 0, 
BW. SILI GO Ec, 1060) 1 =1, (Bi) 仅 有 限 项 不 为 0 
存在 ,使 
sup [b;| = |b = 1 


| b.y, — š by | <0К, 


te 


[р PUE i! 2b. = [bao Bibi ys] 26K - 8'K, 
UT i 


从 而 | 
.20K-0K _ 20-0 .. 1 


Hon [> OK е ite * 
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易 见 ， (bbe A 
* 
"T 
pec mph erroe |< smp I 


由 此 ， TEESS EOD € Cos 有 


-— sup |bi| < р | = sup ibil. 
1+2 ol E 1 


te 
Bec. X, Ш. 


1+® 
定理 6.4.2 LC Xh „Х,Уе:>0, 
证 明 FR Eco X, MFE m. M>0R(«;); > c X, tE 


i Bla) <| ax «M3Ial vio en. 
令 
А, = int (|> aux, |за: === =a, = 0, 51а = 1, 


di ИЛ у 0}, W] mscA «Аа «М, Vn, Bk 
lim An =A ft, Н, ME SA, S< A= M, Yn. 


选 


0,8/,00^c1«0, 0... 1 
mu? ' g lt+e°* 


取 fli 01 AS ER P< pan ben E 
|у„Ї<2#А, Vn, Ер 


Puri— n 


Y= n ах, 1а =1, 
则 对 Vib Ch, (ТУЯ 0. 


|502: «3:6. 
Bb Fe | > Ae 5) || > Sb, 
4 
= 
anne) id 


+ 425 Ф 


易 见 ,对 V (b; ae 
Tl lale Sou: | <l, 


E 


HLc.X, us. 
ZH 6.4.8 设 | .| 是 (X,| .上 等 价 一致 凸 范 数 ，0<r< 和 1， 
令 Wed =т|х| + —r fal, Vx€ X, 
ПЕРАД Som. 
证 明 Ж bel <a] Ке, Vx€ X, nl 
х1 «Cosi, V2 X, 
其 中 


С(т) = + (nz | 


(1) 我 们 有 对 任 > 0, An(e)>0, fiif 25 
Well = ШУ = 1, 1x- yl >e 
时 ,有 


- 7 22 
[х] ЕТ 


FEE, F 2500, X 
КА = РА = 1, Е Yall > Eq, 


但 
er Se 
-于 是 
wr oT" ТАГИ 
chi 
<r re 


AF eD ADIAR EO, ATI 使 | zi 一 >G( 天 0)， 
= 426 + 


MW- Lys La, HERR |x, 7 y«1 — СОДУ. 
B Vx, vEX, |х| = yl =1,|®— y| >=, F 
\х+у|<2(1—8д(є)), 
(H(X, DÆ UD, 
对 任 2-0, {= 1= tyhle- yi> FRc H 
(1 


从 而 
|i +707 ea me, 
+110 e ele] 71) 
«&Ixl(2- 2006) +77, -1) 
= [х1 + [yt -2|xió(nte» o 
<(1~Etryd(n(e)) Cal + ly). - 
= (1-бе))(|х|-®|у]),. 
其 中 6.0) = C(r)ó(n(e)y2>0, K 
{х+уф=т|х+у| +~ riety} 
&r( - eeel ly + odel + 10). 
= fxh + tly -6.«CXxl t yl), 
<l- eix + йу, 
Вр &- т?й. EE, 


85 Tsirelson GE #8) 23 fil 


1974 Æ B.S. Tsirelson 构造 了 Banach SHIT, df T BAR 
的 .县 无 条 件 基 , bd LT, ipe +оо, H T HAR ARARAT 
MCX 称 为 超 自 反 , 如 果 Xe. FRM Т 25 fe 
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实际 上 是 原始 的 Tsirelson SMHS. EUR ER 


《 仍 记 作 空 间 Т), 
Tsirelson 空间 构造 如 下 : 


(a) 对 自然 数 集 N WARSI SEE, F, SUAAEESP 为 


maxE< min F* E< F Jj max E< min F. 


(b) RY= ((x)o,Ziixic RI, B (х) MA PBA 29 0}, 


Xo 表示 R! 中 单位 向 量 ， Ry і, = (0,+++,0,1,0,°°), 对 任意 
x= алек, "F 


fff E21, 
Ех = Wax. 
тє 


(с) dE RNY 上 归纳 定义 范 数 序列 (1 #1), AT 
x= pat ER", 


Ix |; = max !a,|, 
a 


hera max È slm + max (È jE) j mo. 


HHS max 取 自 入 的 有 限 子 集 (E10); ， W E REID 


Es 
(d) ABARI |. МЕ” FMR, HET m in, 3F H 
Ix, asl, Ух = ал, ER", 
故 对 每 个 x € RY 
lim |x|_= |x| 
存在 ， 
max (a| < 116200,1, (х= Data). 
IDE RY 中 范 数 。 
(е) T ER |.|) ЛЕ. ATP), 
$8 6.5.1 (1) COO 组 成 了 的 正规 化 1- 无 条 件 基 。 
《2) 对 每 个 xm lat. € T, 
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Ix] = max (max CAP + sup Ех), 


ЖН LBA N ARTEI СЕ, Zu WR Res E en CE, 
(3) HHEH REN, Hy k SIEM OI. 


bist 


у= M ah,.l&ickk-iscp«b«-5ai 


R=Pi+l 


有 
1 k k i 
32 |b,] < 他 biyi [<> fbi, VOD. 


uEB] (1) 显然 。 
(2) > 


1 k 
p(x) = max (max 1а, | (x sup Zi El ), 
a i-i 
Vx = Tat ET, 
a 
ЖМ, a(x) xi. 
Ra, # 


р(х) = тах [а,!, 


Bj р(х) [х |, МТ р(х) = [x]: E 
p(x) > тах |х,|, 


& 
B(x) = 2-1 sup Жүк А 
ШТЕЙ] e>0, 5k, RUE) 41, ff RSE < E,, Н. 
2 Ex BG се, 
3-1 
3& m у Iisak, 有 
(Ele [Е,(х)[ 2, 
从 而 
k k k 
Ix Isl» [25] 22 Еј 
j=l j-l j= 


1429 + 


2-3 E] ~ e BG) - e, 
H Ix Iz Bix), М 112200), 151 oo. WEB, 
k 

(3) |2 b.y; ль» = | , 
反之 ,由 (2)， 

[Doy [212,5 (E вэ )|, vB <А, 

7 23311 il 
特别 取 E,, 使 

Е (2 b, Yi ) = by; 
й 
k " 1 k 
|i» 23351. 
rl il i=l 
wE, 

命题 6.5.1 LoT, 

证 本 XD C QT, Щ James 定 埋 ( 定 理 6.4.2) 及 Bessaga- 
Pelezynski 基 序 列 选择 原理 ， 可 找到 (tO 的 正规 化 block 基 
(02s, 88 V (by, Eh, A 

Lol End Il = 
SS bs SEES LIN 
-特别 地 ， 
EE 
|». LM » 2r = 1,2,5, 
ER ЕСЕ, CE <. En > по = max supp (у), A P, 


supp (yi) = {i YuE, Vo = (У) "15, 
(1) XP kn, № 
k 1 т 1 _ k 1 r 
zin 22») = EIE») 
«ix «s. 
T i=] 
(2) E Ено, 5 
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A= 1i | Exl-0. BSH i. 
B= {is |Ey. 140, €£—^ j, 
йй, ABS RPT. K 
k 1 T k 1 k T 
zig(»«i3»)«X3uwx lx) 
«pl + LS XE» 
T 3-1 i=l 


k 


k 
«ilr +2( УЕ D Xll) 
T MEA joo j=l 


j-1 
«2l (Dd jyh +E yD 
r ЕА ЄН 
«24 Lk r-by<3+kr<3 +, 
BibL т;®3п 时 ,总 有 
à 1 7 
SE + +Z) <> 
由 命题 6.5.1， 
ERN > As | 
|» + DAS | = 5 sup 3 [E (> + ‚э; + 
x 


3 rm Rt, FEM, 

fNE6.5.3 cold T, <p too, 

ШЕН E baT, Lepe + co, 应 用 Bessaga-Pelczynski 
基 序 列 选 择 原理 (此 时 со, 01р ноо) АКА e0, 考虑 
(Te en) Chats 的 正规 化 block( [79 Pm 

. COLACSBLACTBLICTE 
《 转 到 子 序列 ,不 妨 傻 设 

i< süpp u= {Ry Ui n 7-0, i = Сш.) 

Pip 6.5.103) Bg sr ИИ SE, 
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命题 6.5.4 了 没有 无 限 维 超 自 反 子 空间 。 

WEB] IH Bessaga-Pelczynski Ay lik SE Bie, T 的 每 个 无 
TRAE-E ERI, A PERIOD e РЕНЕ PO, 的 正规 化 blocK 
ЖЕР (УУК ДЕНЕТ nmm). Ines fs], Bi n<suppty,), 
H fr BE 6.510347 


n ! an lI 2n - 
+ Tau > ау: [e > ‘al, V GCaD Iz. 
toatl iul I i=m i 


W I [SO Y d Y A BAT Y DARE: BR 
==> В ñ>. BW. 

总 销 . 上 述 得 到 

定理 6.5.5 Tsjrelson 空间 具 者 如 下 性 质 ; 

(1) TAA RA: 

(2) T H 172135 F385; 

(3) e, LI spo) „Т, 

(4) 工 没有 无 限 维 超 自 反 子 空间 。 

ik 46% Tsirelson 空间 定义 可 得 到 了 sirelson 型 — # à = 
间 ,名 有 со, Сре +оо) А. EL] 

Tsirelson #23 (4) H WaT Cai), ESREL AAR. 
BRI PIQUE. 

(1) Banach 问题 是 否 每 个 (无 限 维 ) Banach 空 同 或 者 会 
Co 或 者 FL, (16р + ео), CHAD 

(2) X f RAND LO pe dos) LX. CR RD 

(3) X HEART LO pet e9)C „Х, CRE) 

(3) 如 有 果 X EPS AP = XL, (和 否定) (Banach 
空间 X Ж оч Н. АР, ЕТЕТ. Y—— X 可 用 有 限 秩 算 子 
jaar, Huri Y 451 Banach 空间 ， 

(5) AEG g^ JE Banach 空 间 售 一 个 极 小 子 空间 ?( 和 否定 ) 
(Banah ZH X HAR, ЖШ iR Е fü Banach ssi Y, 使 
Yc-.X,d Xc , Y), 
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6. ARAB Euclid, (FE), (Banach 空间 X 称 为 充 
分 Euclid, WEHA n, GEEK, dimE,=n, #8% Pa: 
X—E,, (f sup IP j< +оо), 

(7) wHilbert 空间 Hilbert 23 8], CF Æ), (Banach 空间 
X #9 wHilbert 空间 ,如果 存在 C>0， dh xb £ BU n 3 x i 
E.C X, F E Е, AAR DAD. # DCU (ECD, Н 


VoID, "ec ). 


VolD, 
(8) 是 否 寡 在 自 反 空间 X, Br 
Xs (POX), Vn. 
CER), | ш 
(9) 是 否 存在 Banach F0 X, ЖХ таже H OX) 
MARA. CHR). Gk: cal, RRD) 
(10) 是 否 存在 Banach 空间 X, Bbf£fspf.[L0,1]—— X Hw 
数 ,f E: Riemann FHE f a,e 连续 (肯定 )。( 注 ; с, (<р 
= +оо) Rw), | 
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附 ж I 


在 这 个 附录 中 ,我 们 证 角 下 述 Day EW, 

定理 (Day) 每 个 Abel 半 群 是 顺从 (Amenble) 半 群 。 

首先 回顾 Browder 不 动 点 定理 。 

定理 (Browder 不 动 点 定理 ) 若 拓 扑 空间 О WAT UID, 
о ы FAAS AR, ШЕЕ @ EQ, HE - 

Pia) =o, po^ 

. 1930 年 Schauder 将 Browder ——P = [RI 
BJ K h F ЖИНИ. 事实 上 ， 我 们 有 下 面 更 一 般 的 Tyhonov 不 动 
虚 定 理 (1935)。 

ЖЯ (Гуһолоу 不 动 点 定理 ) 5 K Rmi 空间 
БЕШ. F, KK HERRERA, PEK PARA zl 
BH. ... . ` 
证 明 证 明 方 法 万 是 一 种 有 限 维 通 近 方法 。 

HP F 是 紧 集 上 的 连续 有 映 象 , 故 卫 是 一 致 连续 的 ， 即 对 0 点 
BS PEW, ЖЕТЕ 0 RAT У, i V—W, B. ц 
xx’ EK, x- x EV hF, A Fix) - F (x?) € W. 7 

YW W JE 0 Raw EGAXAEM. 

. ER W c Z, SR-BESERHNMH V € %, H K ES, 


故 存在 оз, z) CK, 使 KCU (+V), 


4 Ky = cote) 5, Wi Ky WEF ETH, WK Uj 
成 两 两 不 相交 的 开 单 纯 形 ay" "20, 使 得 每 个 Tis I«j «m, gd 
Ft x +V, лєп. 

下 面 定义 Fe Ky —Ky dT. Wy 是 上 的 一 个 顶点 , 定义 
Fety) € Kz, Hi F (y) 一 Fy(y) € V, MR xe Ke, W xco; 对 基 
$j lajam, PB (yu, у) 是 0 的 顶点 ; 则 
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xz s Ban 
其 中 an; HÀ a = 29 


Fy@) = 3 e Fs (у), 


容易 看 到 Pv ажа, Eit xc Kç W, F w (x) ~ “FD EW ' 
由 Browder 不 动 点 定理 ,存在 pw € Kç, 使 Fr (bs) = v. | 
由 于 @ф»)»‹#СК, B K ERO, Wk fF EF nete), dk 
Pra — bCK, Sun РО) =p. 事实 上 ， ооа 
ЖОР Cc | 
FQ p= F (p) - Fw) + Fs) -Epa Be) ` Bebo 
+ Pre PEF) ~ Еф) + 3W. + bh- | C 
SEF py —>f, E Ftp.) Е); "ИЕЛЕ do id 
当 a> M, ЖЕФ) - pe U+ Ww. ей, Жк ш>; 使 um 
US WEU, - `. NN ve 


JM" 
vA 0. 6. £C 


i x Fo- rev HW iocs, 
由 辽 前 任意 性 ; 即 知 FD) =}, Ws cd U 
定理 (Markov 不 动 点 定理 ) р 
лр, (Р. жек K эя T НЕДЕ Bi F 
AGERBDRERERS O 7 
| ÄR, BOO їй, dx x, yEK, оё, ж 
Е, (tx d - D) = tF, (x) + 0- ОҒ, D, 口 - 
Ш ФК, 是 FMS AMS Tyhonov Жар REM, 8р 
AK, BRS. `F, 的 念 射 性 保证 区 , ae. d F; 的 连续 性 得 
il K, 是 闭 的 。 
^ XHMEson€S, KsnK. b. SEE, EK IRNK, H 
FK, = FF eK, = FP Kus Wk F..K.,CK,,, 再 应 用 Tyhonov 
定理 , x CK, Ех x, Mire K,; Bit KN Kaeo. B. 
diae 


AMBTEN K, Ap, B T K 是 紧 集 , 帮 ПКФ, ШО, 


下 面 我 们 再 引入 若干 记号 及 定义 。 0 

W 三 是 一 个 集合 。 mD 表示 Е 上 一 切 有 界 函 数 按照 范 数 
1fi-supilf(ta)];ac 2} 组 成 的 Banach 空间 。 

X 1.1 ЖУК. X E m(2) HRT SA, A 
X SAHST Н е, XERA a 38589 E z€ m(25*, 
Н. | 
| infix(ayae ZyXu(x)»supix(a2),a€ Z), Vx€ X, 
Ж SI M-iuaEX. mri. ХМ RW Z ë 
{баб Xy 的 ot AOA, HH Ox) 2x(0, Vx€ X. O 

定义 1.2 ERIR, Hoel Dh EB) mo PRE 
CENPP je СР, TOT ERD z€ X, (Lax) (0) = x(oT) 
(2 3E, (rox) (т) = x(10)), Vr€ X. m) 的 子 空间 站 上 的 一 
ATE и FOR ZECED ACIEM, MRM тє Z, LODCX (分 
Bik, т. (ХСХ), Bus a GH, rive, HU, rz X 
A L, r, 的 共 辑 算 子 。 半 群 三 称 为 左 ( 右 ) 硕 从 (Aimenable) ,如 果 
mox) 上 至 少 存在 一 个 左 (分 别 地 , 右 ) 不 变 平均 。 BER Ze Nf А s 
右 顺 从 的 半 群 , 称 为 顺从 半 群 。 

定理 (Day) 每 个 Abel er ress 

证 明 PEAR Abel EE, 5 М = {py u mA) 上 区 一 个 
eH}, HM LER, M IR mCAD* HH ш” Ко. EAE 
Ny aGEA, TEA, l2] M—»9M,. jk w'-w' ЖӘН, Н. 
Od] Оо = 0:0 Usha). BA Markov 不 动 点 定理 , Olas 

CEM BEAM DAA н. Misu Voc A, ЖА АҢДА зе 

E. uw. 

ж Day XE HX Abel BHA Lad m(A)* 中 元 iy 使 

(A) Mal=1; 

(2) peal 3 e FEST 1 95 EE. 
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43) infa; a Ec A} <) <sup {x(a);a€ A}, Vx EC m(A), 
£4) w(x) = u(x0,Vo CA, xe m(A), 其 中 
xk. (T) = х(0т) =x(to), VreA, LI 


s dile 


附 ж H 


Ж BS 02 Banach 空间 中 基 , AO 4. 无 条 件 基 、 对 称 基 和 
次 对 称 基 的 概念 。 还 给 出 基 序 列 存 在 性 、 基 序列 选择 原理 等 一 些 : 
重要 且 有 用 的 基本 定理 ， 

JEM 2.1 iX Æ Banach 空间 ， (xo, 是 羡 中 的 一 个 序 
Sl, 3539 X 0949456, AME BON (ums х= Daw, HE 
中 级 数 按 范 数 收敛 ， 则 称 Ge) 为 他 的 一 个 Sehauder At (简称 为 
Ж), X 称 为 具 Schauder ЖО ЖА) Banach Hj. a, 称 ， 
为 关于 基 {xr} HUS nS. 三 的 一 个 序列 {ху BR X Bi 
JEFE JU, TUR. {x,} ECRM RTE Dele 的 基 。 

在 一 个 具 基 (x) 的 Banach 空间 X rp WR 4- 

x= * fx.C€ X 


与 唯一 的 数列 ба, 2, 看 作 一 样 的 话 ， 那 么 , X 可 考虑 为 一 个 序列 
sia), Ht, —H Banach 空间 和 具有 基 的 话 , 那 么 就 可 较 “ 和 直观 
地 > 进行 讨论 。 

WEG 是 下 的 基 , 对 每 个 x= Baw,€ X,4 


+ 


LET = sup} >! аьх, 
ШАШ АХ EPR, E xls УхЄХ, BH uk HH 
(X, HM+]D Жж GE ERTAS L, ESR BJ xb T uE HH), FH 
Banach 339 PE Bg + || 53 W l 等 价 。 
FH, 我 们 有 
定理 2.1 设 {x,} 必 是 Banach 2] X gae, ФР, X—X, 


PS ax) = > axi, 则 P。 是 投影 , H 
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sup| P,] < + eo, 

定义 2,2 定理 2.1 中 的 (Po 称 为 关于 基 (x AR 
投影 。 sup|P"| 称 为 (х,) 12. 的 基 常 数 ， 基 常 数 为 1 的 基 称 为 单调 

ЖЕ), {tajaa 关于 (X， | = [ | = зир] 2 аң |) 3228 
BA. ix EBD Н ЇШ Banach SHWRS, HRT 
基 在 新 范 数 下 是 单调 基 。 由 此 也 可 证 明 (x<, AY 45 Bs DE РА 
ixi cX*, Huh 

xi (3 ах) = ffr; v ax; € X, 
+-1 #-1 

刻下 判断 基 的 准则 是 常用 的 。 

定理 2.2 设 (x27 CX, db Geb R X WHY HDD 
х) WETA RIT 

(1) x40, Vn; I 

(2) 存在 常数 大 ， 使 对 任 数列 {ai} 25 nm, 有 

. (3) [x; 1,^\ m X, . MEM 

证 明 “一 >” DOEA. 2 K=sup|P.l, 对 任何 数列 

fa}, nom, Ml | 


| > ах | = |р,5; ах |<K [3 ixi |. i 


HD (2) mu. 
“<=” #5 ах = 0, ва), (2) 及 归纳 法 知 , а= 0, Vi, X. 
dy X= Тә, ирер RAE. S 
B= {x осе}. 
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Jb X (PET 2E RAE X rh i TAT ME HERD ах, 形式 ， 


只 而 х.) 4:3 
在 B 中 引入 新 范 数 
| È ах | = sup] 2: Xi |, 
BBY DERE. 从 而 BEX I DMA. IE, 
io 盟 见 定理 中 条 忻 {1)，(2) 是 inha RIATANAS 


值得 注意 的 是 ,如 果 条 件 (2) 中 以 =1, 则 条 件 (2) 等 价 于 


ах | <| ol, |, Ул. D 
我 们 称 基 Gn) 是 正规 化 的 ， 如 果 xb -1, Va. BR, E 
(z) 338, Ж “= ps 为 正规 化 基 。 


Enflo 反例 否定 地 回答 了 长期 以 来 Open 的 — 个 Banach iit 
出 的 问题 ， 是 否 每 个 可 分 Banach 空间 具有 基 ? ROEM, 
1<р< +оо, e ЮРКА. НЯН, ВЕ Banach 2 
{] ХЕ dur" Hilbert Sia}, WX 一 定 有 一 个 没有 基 的 T 空 
间 。 这 个 子 空 间 甚至 不 具有 更 弱 的 CAP 性 质 。 

ik Banach 2 8 XAXA AP, WRB 60, 每 个 紧 集 
KCX, FEA MRE FT TEL (X,Xy, 使 

sup{||T'x — x];x € K) «e. 
Banach 空间 X # 2. CAP, WHE 220, 每 个 紧 集 KC X, E 
X XXxTTCcLO,X fë 
supi |T- xl; x€ K) «e, 

Bur ХЁЖ%==Х E АР=»Х K САР, O 

但 是 Johnson 也 构造 一 个 Banach ZH X, "ig — 9) 751 |8] 
HAP, fa Xx Hilbert 空间 Chi W.B: ‘Johnson Special topics 
of Applied Math, (1980)15~26), 
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定理 2.3 FARE Banach 空间 包 食 一 个 基 序 列 。 . 
这 个 定理 的 证 明基 于 下 面 的 Mazur gM, 
定理 2.4 (Mazur) d X 是 无 限 维 Banach 25}, B 是 XH 
ARETE, 20, 则 存在 YES(X)， 使 
ly asel»-Axl, Vy B, ЖА, 


证 明 AERE. Sly}, SO) BR, x 
{yf} MCS(X*), 
Ж y?) =1, lism, HT X 36 F # Banach % BI, i 
Sxo€S(X) n (fi* vi), MAHE ye SCB)， 存 在 y, 1m, fi 


— z 
ly: - у[= 2* 
对 任何 数 A, | 
ly + Axol > [ys + Axl - Sy? (y+ Ax) - £ 
= -E m dl j 
1 27 ite yi, 
Mit 
1У1< (0 +0) [у taxol, УУЄВ, ЖА, 
证 毕 。 | 


XO ”如 果 我 们 规定 x 上 LB 为 |у[<]у+ axl, УуєЄВ, & Ae 
MAY X æ Hilbert 空间 上 时, х1 BSF (x,y) = 0, VycB, m 
aE BER, Bux X Æ Hilbert 空间 时 ,定理 2,4 就 是 Hilbert 
zr [6] BJ & A FEE] GE Ж ЖАКИН 6 dE 36, 在 一 般 Banach 空 间 中 ,有 
限 维 子 空间 是 可 补 的 《 见 定 理 1.1.6), BARRA AMAT Ж H”, 
Mazur 定理 说 的 是 一 定 可 找到 一 个 向 量 w 与 有 限 维 予 空间 “接近 
ER”, FHRELEW EA, Ж О УЄХ, RME «Lly] xlLy, 
但 这 个 正 交 不 具 对 称 性 , 即 x 上 Ly 二 <》y.Lx。 TOE, ERE 
对 称 的 当 且 仅 当 及 是 Hiblert 空间 。 ix de Aw E Hilbert x 


» 445% 


间 中 的 许多 想法 直接 转 到 一 般 的 Banach 空 间 常 党 是 不 理想 
&. [T 
定理 2.3 的 证 明 A 270, (ел, ME 60 A 


Па te )< 1 +e, 


т-1 


Фх,Є ОО, 由 定理 2.4 BEAN HB Ge a CS OO TERT 
每 个 т, 
IISG ted lyt Al Vy € (xia, ЖА, 
易 见 (x un ДЕЛЕБЕ УП ‚КЕҢИ, (х) ч 的 基 常 数 Gl +e, TER, 
于 面 定理 是 很 有 用 的 ， 
JEM 2.5 (Bessagd—-Pelczynski ЖД 35 ye dE Ex AD 如 果 . 


Gn СХ, mix, 0, x,— PO, WR 6090, 存在 fab ch. 
IG REED Gub ns 全 Uso n 是 具 基 常数 —<1+ 的 基 序列 


证 明 IR BEEBE ED, SEG ро, TE W x = 1,. 
Vn, H.x,—»0, {ЕЛЕ c0, 选 20, 使 
Па +ед<1+є, 
取 L3] 的 单位 球 而 的 号 网 , 选 (t) S cS QUO, 使 
yf (у) =1, lism, 
由 于 xo 一 > 0,， 故 存在 x, 使 


А ё 
I»; G9] < 4 * 


我 们 有 
[у1< 0 + а) [у + Ак, |, Vy €x], ЖА, (2.1) 
事实 上 , 取 ye [xi], lyl=1, 分 两 种 情况 考 虚 ， 
(a) 当 |A122 Ij, Ey F Ax tA — Dy [298 iyl, 
(b) D [A2 时 , 选 y, 1i m, 使 
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ELI 
ly + Ax, [> ly + Axial Dy? (у + Axm) т 


>1~ Ét ~ $b £1 >(1~e) I» I2 = li. 


总 之 , -DRY 
继续 这 个 过 程 。 从 定理 2.4 证 明 立 即 得 到 所 要 的 结论 ,证 毕 。 
下 面 我 们 引入 基 等 价 的 概念 。 
定义 2.3 05 分 别 是 Banach 空间 信和 YY 的 基 ， 
ЖК {xu} ЗЕР Ou ШЖ 


S ax, oo a,y,< + оо 
һ=] nel 


AÈ ar< + оо ЖЛ Ў ахак), аза 
(х. Ya 
Ж ШИНЖ, te) ely} SERS FEAR AM 
T,X—>Y, € Tx,— у, Vn. АШ 
` ix anAiyda —XmY. Ll ` 
жп SIAN на ига ИНЕ. 事实 上 ,我 们 有 
定理 2,6 17 irha SL Banach 空间 XMAS RAK 
基 序 列 , 令 {Yaha = X, 使 
|x, — y, | 
AUEP e 
JU (y) БРЕ, Н. Gum nba. 
= . s E? 一 Val 
证 明 4 A=2K > "PREND sj А<1, 
XE ia, 


[E 
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< |а| «28-3 а] 
heel e [xl 
кӯх 


A [а 


xi 一 vil 


“А 
A - 


|216: | = [Bian | 


a- A) | Sax, |< |а «aso [Stax | (2.2) 
Hi(2.20 fR ME {а}, nm, 有 ` 
|5 a. | = (1 + A) р> AX; |«a +A)K |2; аа, | | 
<а- д +2)K ps ау |. 
因此 {ул} 是 基 序 列 , 且 出 (2.2) 知 
x a< oo ау. + оо, 


故 | 
{хиа АУ») nate 
EP, | 
A TRATAR ERTEN, TE Pe R; 
XUI 设 (50.2 Banach аи X HSLAB NC K ity 
IEW, 假设 存在 投影 P, X——[x,J;5 (Й {х,а Жада 
的 子 空间 }， (y. X, 使 


MEZ [e I 
AURI «kii 


则 [yo ТЕ X PH e. | 
ЧЕН 出 定理 2.6 Ж {Ул net ERFYL. E (x. aa > ICT 
^T, 


Dx, 1e Ly TÉ ах, = > sys, 
ni 
е Таја HE Po Tau], Vx e Dus. 
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Lixi«lel - bx - Tx] <I Tx le] + da Ta 5 lsi; 
65936, 1712, 4 
6= lTi KIPI DS 12278, 
па. dx 
Ml 6-1, HE 
у= Sa. C Uns - 
有 | MEME 
Ty -È ax coxa, 


HH 
ITPy - yi ITI [Ps Xie: {х„— vel ol yl. 


T NES TP, 是 Y hk~-pu W 3 P, 其 中 Y= zy. d. 容易 看 zy 
STP, X—9Y 是 投影 。 放 [yc 是 具 基 的 可 补 子 ч 8]. 证 
由 基 或 基 序 列 得 到 新 的 基 序 列 的 一 种 道 常 方法 是 如 下 “ж 基 
Jk". ^. 
定义 2.4 Ж. {xata 是 Banach 空间 X 的 基 序列 ， ЖАЙТ ` 
的 非 零 向 最 ， 


w= E а.х Uo 
өрт. 

СЕ (a, 2, ERA, hapa ` 8: Ë 300 MET) RE. 
Gub) RY Gs 的 一 个 块 基 。 | | 

易 见 块 基 是 基 序 列 ， Peper er hit di c 

TER AKI Banach 空间 ,有 上 比 定理 2.3 军 强 的 结果 。 

Xu: 5 [n Ж. Banach 23 g] X 26, Y R X - — 
个 无限 维 子 空间 ， 则 存在 Y 的 一 个 子 空 间 Z， 具有 一 tas 
{ix METRES _ 

证 明 noD УХЕ), Ro EME, 存在 yE SCY)、 


1491 


使 y= Sax. 


a= bl 


TR ВЕ {Kab ne 的 一 个 块 基 {Us} PM 5% К ж {хау 的 : 


жй. Ж | 

„асв, 
+1, КЕ, tE 

[3i wi SE А 
其 中 

n= E ats, 
取 
E y» 3 eeSQ,. 

FR p> by 使 | 


1 
Dn ele к, 
其 中 цз = È, aix, 
KERMA UNS YR mS 7 
1 1X 
e e RUE: (1121), 


na la~ 1 
| Pix n Sap x SE • 


НАЯ 2.6 X o» n A (н, ) M Z= d ME 出 уштен Е 
ШЖ. ШЕЕ, 
| FEE ВИ Banach ANE EE ROG ERA RS. 
EA 2.9 (Bessaga- Pelezynski AEA) жд 
是 Banach 25 lat X pus Й 


x= 2 ах„ кеМ; E e v О 


5450, 


郑 果 limly,1>0 (或 者 limly,|>0) E limar-0, Vn, (特别 地 > 


WMR у, 一 >0， 但 fy JO, 则 存在 ФУ яд 的 子 序 列 (y. i} mae. 
fü C» SH T (x, ha HR I-A EA 
WEB) ”如 果 必 要 转 到 子 序列 ,不 妨 假 设 ly.j =1。 H. 
lim a; = 0, Va, 
ФК Ж {x22 idu Ж. 
到 正 整 数 р, 使 


In ~ < 8. Di . 
ep t, = Sai. 
BT lim 2,20, Vn, KAZE Ya Ж p >p W 
1 
| I = un ык. . 
w= Š азы, 
n=p1t1 
然 续 这 个 过 程 , 同 定理 2.8 证 明 即 得 
у.) аяш.) ons 
证 毕 。 
关于 基 n) — Bs ix hu. 我 们 列举 下 面 三 个 - 
容易 事实 : 
G) да| i A Шир K A (ху 的 基 常 数 。 


(2) (et), BE X* ЗЕЕ, ОАО ЕЕ СК, 

(3) XHE x*€ X*, x* = w*Xx* (xxi, P 

下 面 介绍 无 条 件 基 的 概念 。 为 此 ， 首 先 给 出 Banach 室 闻 中 ， 
级 数 无 条 件 收敛 的 一 些 等 从 条 件 . 

定理 2.10 4 cd Banach SH X p Жр, W. 
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TRAE: . 
(1) 对 正 整数 的 每 个 置换 л, Зх + оо, | 
(2 (FR BOBO XE ЖН fg 4 38 n PE XE mcm 


exeo, 
#=1 


(3) 对 任意 符号 选取 G.A. +1), Eae +оо, 
(D 对 每 个 se>0， 存 在 一 个 正 整数 加 MO EERHETA 
Р о, WE min {iico >n A Iz xi] «s, 


证 明 (2) HOD BETA fp RE ARIS. RR CD IRL, O) 02) 
:中 级 数 的 部 分 和 满足 Ca uchy 2 JF, ATR, TE, (4) ==> (1),. 
(4) ==> (2), 

假设 (4) 不 成 立 ， 则 存在 60, 及 正 整 数 的 有 限 . 集 的 序列 
(0,5, (d 


9. = тах (і;ісе,) «p, = min{i iE Tante 


B al> Vi, 481835 Ü o. 可 排 成 自然 数 的 增加 序列 (no) 2, 


BS x, Ж. =>. 同样 ， 如 果 这 时 取 为 自然 数 
的 如 下 置换 ; xw 将 Gop Sis qu) 上映 为 自身 ,并 使 
m (a,) = {Pas Paris tts Pasinto 

AB k. x с, 的 基数 ， Шох {ë {is Qua 1 Set Pan? e 持 不 p D 
> X.C PUY, EOD => (4), TE, 

定义 2.5 级 数 Dx, 满足 定理 2.10 中 任何 一 个 条 件 ， 则 称 
2 х.ж На (HM AD ж.с). 

AIUD x, EAA, WL Уа, o Siue, VER x, 
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PARIERS ж Cb А CC 1, WX Be GL 
20, MERD, PRR AL E ED. RETI X, 


та) -$ a,x,, V (a. Єі., 是 有 界线 性 算 子 。 Е 
XEX 2.8 Banach ZH ХЕ tx. 称 为 无 条 性 基 ， 如果 
对 每 个 x= > а.х.Є X, P> a,x, CPR. 


EE 2.11 基 序列 2 是 无 条 件 的 ， 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 
一 成 立 。 
a) 对 正 整 数 的 任何 置换 VE, (са) Pr PM 
(2) 对 正 整 数 集 的 任何 子 集 0, #7 


> а„х„< + со, 
p 
У а„х„< + оэ, 
(3) # |b. lal, Vn, Bj 
> a,x,< + coe Y b.x,< + eo, 
证 明 ”由 定理 2.10 HOHER AR B, ШН, 


ШИН EH BREL, ШЖ (x), 是 无 条 件 基 序列 ，cr 是 
正 整 数 集 的 子 集 , 则 存在 定义 在 Ux: 上 的 授 影 Pas 


Р aux) = 5 ax VŽ ax, enda. 


KERB AREER ARR (що = a, E Ht, Pe 
就 是 关于 基 序 列 的 自然 投影 )， | 

җн, 对 符号 的 每 个 选取 = (9,) 5 (0,7 土 1)， 存 在 定义 在 
E 上 的 投影 Ma : 


M (X ах.) = x GU X., V > а.х. € [хә], 
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TR WR o = {n36,=1}, BW 
|. I*M 
Р, = — 


380 = {baho = (the) cas 5 (07), = 0, n Ben = (Omar 
TW E X, Mo M, Ma, | 
出 一 致 有 界 原理 ， 
suplP,i < + оо, sup [Maj < + eo, 


sup|P.|<sup| Mol <2sup|Pol 
XX 2.1. sup! Mel 8528. {х,} 的 无 条 件 基 常数 ， 


无 条 件 基 常 数 总 大 于 等 于 基 常 数 。 
BAAD, 7 是 Banach [gp X 的 无 条 件 基 , 令 
ai = supiM xi, 


QW dd dE X ESO, B nen 3er OG о OE d Ж 
HON A, БИ Г И.Ж ДЕН Banach 空间 可 以 再 赋 范 使 无 条 
件 基 常数 在 新 范 数 下 等 于 1， 

注意 ， 无 条 件 基 序 列 的 每 个 氛 基 仍 是 无 条 件 的 ， 且 块 基 的 无 
条 件 基 常数 不 超过 原来 的 无 条 件 基 常数 ， 元 条 件 基 的 相应 坐标 泛 
函 仍 是 元 条 件 基 序 列 ， 它 的 无 条 侍 基 常数 不 超 原来 的 泡 条 件 基 常 
数 。 

对 无 条 件 基 下 面 不 等 式 是 经 常 使 用 的 ， 

定理 2.12 设 (x), 是 具 无 条 件 基 常数 为 的 无 条 件 基 序 : 


31], WREATH RBM ADS, RE ax. € Lx] 有 
[3 Аа <2К sup! 4l 15 ax. 
LH 5 fed 


ik 在 实 的 情况 可 用 ROK, L] 
证 明 ”假设 实 的 情况 , 取 x*cSOX0, 使 
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4 8-0. n, ` a,x*(x,)>0 PF, 0,21, 2 ax" Qn) < 0 B$, 
$,- -1, MJ | 
|È ла. |< 12. laz" (e) sup] Ae] aset | 
«supl 4, la* (м(5 ах.) А 
«sup| A, EK È asl. TEN 


ALIS IL, È oux*(xw) 分 成 实 部 和 虚 部 即 可 。 证 毕 。 
dE .在 定理 条 件 下 ,我 们 经 常 使 用 如 下 形式 不 等 式 。 


sap E ¿ax <|2 ах]. По = 


BA €, L Qs p too) 的 自然 基 是 无 条 件 Æ, 共 ф е, = 
(0,236, 0, 1, 0-7), 38 n 项 为 1, (e, p 称 为 自然 基 。 

下 面 介绍 对 称 基 和 次 对 称 基 。 

定义 2.8 Banach 空间 X AYRE (x я-а йна, 如 果 对 
Arden tE T ER X, (xu an fix, yt. 

定理 2.11 家 明基 序列 (а), ER hapus E Ea a 
的 任何 置换 л, {Xa haa T 3:22 P 由 此 ， 即 知 对 称 基 一 定 是 无 条 
- 忻 基 ， 

设 n JE Banach Ed X коч, левове 
Жл, FEM ` 


у, a X— X, V. (3 "EC | 
«BUR; V. 是 区 到 自身 的 线性 司 厦 ,并且 supt V. ау + оо, 
事实 上 ， SN. 容易 由 一 致 有 界 原 理 得 到 


ie 
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一 个 置换 列 Uc) 2. REAR BAL Lod ce fi 
s lo, = Фф, 

m; (Gi) ENG) = 中 ， сер, 
H | к 
12 txano 21, Vj, | 

MRAR ло, WHE n) = mat), абс, j=l, 2, HË 
> Aaa) ЖАК, TL - | | 


由 此 容易 得 到 ， 

K=sup4|M,V.|—< +00; 0 = {0,) (0, = +1), х жж). 
《利用 {x} 也 是 无 条 件 的 )。 

定义 2.9 K=sup(|M,V,l; 9, x) BH (xc 的 对 称 基 常 
x. 
О 显然 ,对 称 基 常 数 大 于 等 于 无 条 件 基 常 数 。 AR WRR 


ax |= sup. sup |S a, «Хю |, ` 


КТЕ nx ыран, |х]<0х}<К|х[,Үхє x, "TT 
F(X, b DANAE REF L B. 


| 2 ах. | =| «6x by VO = (2. л, 


这 样 的 范 数 称 为 对 称 范 数 。 
ЖУ 2.10 Banach ZM Х 28 (x) 称 为 次 对 称 基 ,如 果 : 
(x. 是 无 条 件 基 , Н.З] ЗЕ EM АТИР A) 有 
xul mex s. 
š T FRA, 由 定义 中 第 二 TERETA Bl (x, 是 无 
Ad. CI | 
# Ln 是 次 对 称 基 ， (M2 (n; ha, X 


X 
sx 456 = 


Se [> а.х.) = Хах.» 
WA AM Sos JE X Я] Cen en ЕА, В. 
E = supt [M 8..1: 0 = (0). {mip r< tos, 
XX2.11 K,=supt М, ; 0 = (80, (n BIOS Rab ac: 
的 次 对 称 基 常 数 ， : 
Ax. 


"ал, 1 = sup sup |5} a.x.,|, 


9= (Gs) 
出 HW, S X 上 上 的 一 个 等 价 范 数 ， 
[1 К, 1, 
HG XP Nelle 的 次 对 称 基 常 数 为 1， 同时 ， 
| Zann, || Zan» 
这 祥 的 范 数 称 为 次 对 称 范 数 。 
虽然 从 定义 中 未 见 到 对 称 基 与 次 对 称 基 的 关系 ,但 可 证 明 ， 
定理 2.13 每 个 对 称 其 是 次 对 称 基 . 
WEA > (x, лу 是 Banach 空间 X KARE, WH (x) Л: 
的 对 称 基 常数 是 1。 | 
E SD f 3E — E E ЖК PES, KARE 
{Koh int {tapers Vini 


RAE 
> „Хх, + coe 3 ax, < + co, 
事实 上 ,我 们 有 
k k 
|2 ах | = |а| „УЕ, (ai, +p Oy) 


对 n n ещ EMP л, Е 
aD =n, lxi, 
Kit, EMA HH LAL, 


4. 


"at 


:证 毕 . 


m 458 = 


> a,x,< + co <=> S dux. < + со, 
ul del 
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. Banach Seks space( BSP) (Banach-Saks Zz[8]) 4 Y, 3.1.18 
B.Convex space (В 凸 空间) 定义 3.1.20. © 
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uniformly bounded martingale ( —Er& Eds) zz 2.3.3. 
US space (— BOCA Al) EX 3.1.27 
UKK space (UKK 25 јај) X. 3.1.11 
UR space (-- ря Їају X 3.1.1. 
uniform no-h(#)(—Ba E hn) Ж X. 3.1.19. 
universal space (77 Àj Al) 4E X 6.3.1. 
UNS space (一 致 正规 结构 空间 ) 定 义 3.1.12. 
V 
Vector measure (FJ BM 5E X. 2. 1.1 
w 
WCG space (83% /E RE fal E X. 2.3.8. 
(strong WCG (9$ WCG 2581) 0850 2.3.16 HE) 
w* dientable (w* TT uj) E X 6.2.3 
w* scalarly dentable (w* ETU) EX 6.2.4 
wRNP space (sg RNP 3zí8l)3E X. 6.2.2. 
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-wAsplund space (33 Asplund = JE X. 6.3.2. 
-w*Ga extreme point (w*Gs 端点 ) 定 义 6.3.7 
-w*extreme point(w* ig 3E 3.2.6. 

~wBSP space (wBSP #т[н]) X. 3.1.18 
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